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( 同 素 灾 挽 与 到 条 变换 ) 


$ 47， 从 调和 出 发 前 射影 性 定义 以 及 它 与 
斯 丹 纳 定义 的 等 值 性 


1、 在 前 两 章 泪 ， 孔 们 侣 竹 根 据 基 丹 旨 的 射影 性 定义 ， 作 过 并 
评点 烈 与 线束 的 躺 弦 对 大 王 渝 的 咎 相 ， 这 就 是 十 个 一 次 图 形 中 苗 
一 个 圈 形 上 四 个 元 索 的 交 义 比 狗 等 於 另 一 加 有 形 和 上 四 个 对 应 元 赤 的 
安 叉 比 ， 闭 了 诗 我 们 把 责 个 …* 隐 形 的 这 种 一 一 对 应 关公 中 做 身 党 
对 应 。 利 用 交 义 比 ( 非 调 和 上 比 ) 这 样 洒 治文 射 影 对 应 之 所 以 可 能 ,是 
因为 变 叉 比 是 投射 与 虑 所 的 不 让 最 ”这 从 点 列 与 它 的 透视 午 束 间 
对 应 元 索 交 义 比 相等 的 定理 $27 ) 就 可 以 得 到 ， 安 义 比 本 上 生 与 千 
段 和 角 的 度量 有 了 关 ， 面 宕 导电 射 影 炎 何 吉 要 避免 的 概念 ， 因 为 射 
影 胡 何 可 以 在 它 本 身 所 出 有 的 纯 滩 何 共 碟 上 建立 起 宋 (不 刊 用 度 
量 概念 )。 

在 从 特殊 形式 的 仿 因 一 一 深 加 非 固有 元 素 的 欧 炙 里 得 愉 
间 一 一 疾 展 起 录 的 这 本 射 沈 继 何 教程 丘 ， 使 用 我 们 已 有 的 交叉 比 
的 射影 性 定义 是 通 当 的 ， 让 可 以 使 我 们 窜 易 敏 壕 本 面 射 影 末 何 的 
基本 事实 ， 然 而 把 一 文 阅 撒 的 任意 四 个 元 来 交叉 比 不 变 的 这 样 要 
求 作为 射影 性 定义 却 过 臣服 烈 ， 普 且 使 射影 全 何 全 后 的 发展 要 受 
到 限制 。 以 后 将 要 发 明 ， 让 种 要 求 可 以 用 裔 和 元 素 举 的 不 变性 这 
样 较 家 的 要 求 来 代 奉 ， 也 就 旺 用 交 双 比 等 扒 一 1 的 将 殊 情 形 的 不 
变性 来 代替 。 同 时 应 臣 注 总, 四 个 \ 元 素 的 调和 摆 列 性 质 可 以 刊 

(197) 


一 -一 一 一 一 一 一 一 mm nm mm mm se 一 一 一 
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完 储 四 角形 (8 30 ) 忠 惩 射 党 的 方法 来 定义 。 斯 陶 特 就 是 用 这 样 
方法 根据 调和 的 观念 @ 作出 了 射 昌 :友人 癌 的 重 友 人 不 用 度量 概念 ) 
结构 , 

在 这 不 射 觉 链 何 教 尾 中 ， 扩 站 亚 不 打算 朱 证 射 迪 友 全 的 袖 失 
何 结 楼， 著 且 从 儿 说 过 , 射 河 性 定义 是 根据 交叉 比 的 概念 ， 因 此 ， 
我 们 不 改变 微 旭 的 性 置 , 仍 利 用 从 调和 出 长 的 射影 性 定义 ,以 便 使 
我 们 可 能 在 放宽 的 斯 奖 特 紫 求 下 祭 人 赋 究 射影 对 应 。 为 此 我 们 必须 


”证 明 这 雨 个 射影 性 定义 的 等 值 竹 ,这 就 是 在 这 一 凶 兢 所 器 作 的 。 


92。 於是 , 两 个 一 次 泣 形 镍 这 和 -一 对 应, 如 时 其 中 一 个 图形 
的 每 四 个 调和 元 素 , 对 应 第 二 个 隐形 的 四 个 调和 元 玉 , 这 样 的 对 应 
就 叫做 斯 陶 硅 射影 对 请 。 
我 们 首先 证 明 ， 当 一 :个 说 形 的 站 个 调和 元 素 变 为 男 一 个 图形 
的 四 个 调 利 元 素 时 ， 只 要 埋 
和 2__， 方面 的 保留 调和 性 就 够 了 。 
事实 上 ， 设 有 雨 个 点 列 
ss 和 s'( 阅 175)。 假 定 ， 当 
闻 175. 点 列 s 变 为 点 列 s' 时 调和 性 
保持 不 变 。 我 们 永 证 朋 当 族 变 时 ,调和 性 也 保持 不 变 。 
设 有 点 列 s 的 四 个 调和 上 号 ,B',0',D'， 息 定点 4', BC: 对 
应 点 列 s 的 点 4 ,B,C， 
我 们 用 DD 来 表示 点 4 ,了 ,0 的 第 四 调 各 点。 於是 按照 假定 点 
歼 * 的 四 个 调和 点 4BCD 所 对 应 点 列 % 的 四 个 点 也 是 调和 的 。 但 
是 点 4 ,B,C 对 应 点 4,B',C' 关 此 点 五 对 应 点 D' 北上 且 点 D' 对 
应 点 D ,了 就 是 三 点 4 ,五 ,0 的 第 四 调和 点 @ 。 
3， 其 次 我 们 你 证 明 下 面 的 斯 陶 特 射影 对 应 的 性 质 : 


@ 参考 取 风 简 述 ,340,341 不 。 
自 。 本 遇 忘 记 , 我 位 戏 定 这 个 对 记号 一 对 -= 瑶 


0 人 8’ Dp'" 
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I， 斯 陶 特 射 裳 对 应 是 2 

我 们 来 研究 两 个 点 列 * 5 ， 北 且 假 定 它们 间 已 经 建立 了 斯 
陶 特 的 射影 对 JYe 

为 了 断定 这 称 对 应 的 有 序 性 ， 只 需要 证 明 点 列 s 的 站 的 踢 许 
更 任 对 应 点 蓝 * 下 对 应 哑 


的 同样 顺序 并 傈 .例如 4 6__5C 2_、 
需要 乍 朋 ;加紧 巾 则 。 的 4 

十 对 点 不 打 相 分 也 ， 则 点 A pg’ Ce 0 
列 s' 其 的 对 应 点 对 也 有 具有 M N * 
同样 的 性 质 。 如 果 点 鹿 s 网 176， 


的 点 对 互相 修 隔 , 则 点 烈 * 中 的 对 应 点 对 也 具有 相同 的 性 质 。 

例如 , 设 有 点 列 s 的 四 个 踏 4,8,0C 和 D( 阅 176), 引 是 

A. BC,D, 
我 俩 来 让 明 对 图 对 应 点 4',B',C" 和 D' 将 有 : 
小 有 CD 

我 们 在 $ 32 误 双 说 过 , 十 个 不 分 贤 的 点 对 稳 有 公共 的 盏 和 贴 
对 。 我 们 用 字 母 半 和 访 玉 表示 点 则 s 的 点 对 4,，B 和 0 ,DD 的 公共 
调和 点 对 。 因 此 就 应 有 : 

(ABMN)=—1, (CDMN)=—1. 

用 2z' 入 ' 必 示 在 点 刘坚 ,点 和 六 8 的 对 应 点 。 於 是 按照 

斯 陶 特 的 射影 性 定义 ,应 该 有 : 
(4BM'IN := 一 人 (CDMNO 三 一 1， 

由 此 得 到 ， 串 对 3, 入 ' 是 点 对 二 ,下 和 C, 的 公共 调和 点 
对 。 饵 这 就 征 试 

同样 容易 证 明 ,在 


A 
二, BC, D 
的 情形 下 ,也 保持 顺序 不 变 . 


Ss 


事实 上 ,如 果 这 时 出 现 
A", Wo D', 
根据 上 面 的 证 明 ,我 们 就 应 该 有 : 
A, Paf 1， 
这 与 所 作 的 假定 相 矛 盾 。 

工 斯 阅 特 定理 “如果 在 同一 条 直 穆 上 责 个 点 列 成 斯 陶 特 射 
影 对 应 , 昔 且 这 十 个 点 列 的 三 个 对 必 点 对 重合 , 则 所 有 的 对 应 点 对 
都 重合 ,也 就 是 已 知 的 十 个 点 刘 是 包 守 的 ， 

”我 们 假定 点 列 s 和 s 在 -条 广 各 上 , 闻 且 对 应 点 对 4, 4';B 
B" 和 CC 重合 (图 177)-。 因为 由 刘 5 看] s ,成 斯 淘 特 的 射影 对 应 ， 
所 以 三 个 二 重点 4 ,4 BB' 和 C ,0 的 第 四 调和 点 也 重合 。 因 
此 ,可 以 断定 存在 有 重合 的 对 应 点 对 的 扰 限 (可 数 ) 集合 。 我 们 来 
证 明 不 可 能 出 现任 何 一 个 不 重合 的 对 应 点 对 、 为 了 这 个 目的 ， 我 


A hs M B, 8 C 
A’ A MB; 8B’ Cc” 一 
图 177。 
ep 舟 段 保 不 合 育 牛 人 的 穆 段 。 指 定 这 个 米 段 的 其 
个 点 好 。 它 在 第 二 个 点 歼 由 的 对 应 点 好 应 该 属於 同一 个 粮 段 。 


这 从 下 面 的 理由 就 可 以 推出 ， 点 列 * 和 * 是 同 癌 的 ， 因 为 方向 
4BC《( 点 列 * 的 ) 对 应 方向 4 五 C (点 刘 s 的 )。 


因为 JIC 一 4 万 ， 
所 以 M'0'-- A'B’ 
或 M'O'.4B. 


於是 点 双 " 在 含有 点 订 的 哥 段 48 下， 假设 到 "不 与 双重 合 。 
我 们 来 诈 明 这 会 引出 矛 后 。 
前 面 全 说 明 过 , 当 点 并 洛 插 比 移 动 时 ,点 到" 也 向 同一 方向 移 


人 ~ 


各 和 用 章 “ 二 天 于 了 的 时 及 


动 。 这 两 个 点 到 二 重点 :4 .4 与 二 重点 BCB') 处 应 该 重合 。 我 们 
可 以 假定 重 台 产生 的 更 时 一 些 。 用 4o044) 水 表示 点 对 到 ，1 问 
一 个 方向 移动 时 的 第 一 个 二 重点 ， 而 用 Bo(B4) 来 类 示 巾 对 了 H， 
MM' 向 棚 友 方向 移动 时 的 第 一 个 二 重点 。 於 是 不 含有 点 C 的 线段 
4oBo， 除 端点 4 和 Po 之 外 ,不 能 有 另外 的 二 重点 、 另 一 上 方面 ,我 
们 来 研究 对 於 点 4o(.44 和 Bol B4) 而 首 与 点 对 0,0' 调 和 共 十 的 
点 对 C0,D'。 央 为 点 对 46. 44; Bo. Bs 和 0 ,0' 重合 ;所 以 点 对 D,D 
(是 第 四 调和 点 ) 岂 重合 。 

此 外 应 该 有 

了 Po- 了， 

也 就 是 二 重点 DUOD 岂 於 不 命 点 C 的 线段 4oBo。 

所 得 到 的 矛 后 证 明 , 假 定 存在 相对 应 而 不 重合 的 点 对 用 和 好 / 
是 不 正确 的 。 因 此 不 能 有 这 样 的 点 对 。 

4， 斯 陶 特 的 射影 性 定义 与 斯 丹 钠 射 影 性 定义 是 等 值 的 。 

为 了 断定 这 两 个 射影 性 定义 (斯 浆 特 的 和 斯 舌 纳 的 ) 的 等 什 
性 ,我 们 需要 证 明 : 

1) 由 十 个 一 次 间 形 的 斯 丹 秽 射影 性 定义 ,可 以 得 到 它们 的 斯 
陶 特 的 射影 性 。 

2) 由 雨 个 一 次 隐形 的 斯 鸭 特 的 射 党 性 定义 ,可 以 得 到 它们 的 
斯 丹 纳 的 射影 性 - 

这 两 个 襄 法 的 第 -- 个 是 很 明 是 的， 因为 斯 陶 特 的 射影 性 定义 
只 不 过 是 对 调 利 元素 玲 的 情况 要 求 交 妈 比 相等 ， 而 斯 丹 钠 的 定义 
则 假定 十 个 射影 图 形 的 任 舍 四 对 对 应 元 素 的 交叉 比 都 相等 。 是 
然 ,斯 丹 灿 的 定义 超过 了 大 图 特定 义 的 要 求 。 

旗 是 由 斯 丹 向 的 射影 性 定义 可 以 得 到 所 研究 的 图 形 的 斯 陶 特 
射影 性 。 

我 们 再 来 证 明 相 以 的 说 法 也 正确 。 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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设 有 十 个 点 刘 s 和 s'( 痢 


一 178)， 候 定 在 它们 之 间 建 立 了 
斯 陶 特 的 射影 对 应 。 我 们 指定 


全 BA; 和 涉 列 * 的 任意 三 个 点 4 23 和 O， 
人 0* 5” 闽 且 用 4 嫩 ,0 表示 它 倘 在 点 
园 178. 刘 s” 鉴 的 对 应 点 於是 就 有 : 


点 列 s《4, B,C,…) 大 点 列 5 了 .P.O0',…) (斯 陶 特 对 应 )。 

现在 来 建立 点 列 s 和 s” 间 的 江上 丹 纳 射影 对 应 ,而 点 刘 s" 的 底 
是 点 烈 8? 所 在 的 同 -条 远 和 贸 。 点 则 » 和 s" 间 的 (斯 丹 纳 ) 对 应 由 
三 个 对 应 点 对 4 ,， 4”"; BB” 和 C ,0"” 来 从 定 ， 这 上 许 取 点 列 s9 的 
点 4", B" 和 0" 使 它们 落 别 与 点 齐 的 点 4', B' 和 0' 重合 。 

於是 就 该 有 : 

点 列 ? (4, BO…) 入 点 刘 s"(4",B",0",… {斯 丹 纳 对 应 )。 

在 上 面 已 弥 建 立 的 点 列 s 对 应 点 刘 s' 与 s" 的 十 种 对 应 让 , 我 
们 把 点 列 。 和 s" 得 对 应 点 刘 。 守 同一 个 点 的 十 个 点 看 作对 应 点 。 
例如 ,如 果 点 列 * 的 点 天 对 应 点 烈 * 的 中 KX', 岂 对 应 点 烈 s 的 点 
K", 则 点 &' 和 天 ”在 作 黑 殉 * 和 "的 对 应 点 ， 

不 难 断 定 , 所 建立 的 贴 列 s' 硕 ! 关 的 对 应 是 斯 陶 特 的 射影 对 
应 。 

事实 上 , 设 大 ,也 ,与 和 是 点 刻 由 的 四 个 调和 点 ， 它 们 对 
应 点 列 * 的 四 个 调和 点 天 , 研 ,政和 六 (因为 点 列 *。 和 %! 成 斯 陶 
特 的 射影 对 应 )。 这 了 时， 四 个 调和 加 天 , 卫 ,M,N 对 应 点 刘 s" 的 
四 个 调和 点 大”,L", MU”, N" (办 为 点 则 s 和 s" 成 斯 丹 秽 的 射影 对 
应 )。 

因此 ,点 列 * 的 四 个 调和 点 大/ 天，Y 对 应 点 列 s% 的 四 个 
船 和 点 K", "2", N"。 

所 以 ,点 列 * 与 s" 成 斯 陶 特 的 射影 对 应 ， 因 为 在 这 雨 个 点 列 
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陵 有 三 个 重合 的 咒 对 ,就 是 : 
4A p(s(", 
於是 按 斯 蜀 特 定理 ,这 十 个 中 则 是 发 窜 的 : 
s'(A', BO, se A BY, OC", oo). 

因此 , 按 斯 陶 拌 定义 ,点 则 > 有 有 1s 是 射影 点 烈 , 按 斯 丹 秽 定义 ， 
点 列 s 和 s" 也 是 射影 点 刘 。 

这 样 , 雨 个 射影 性 定义 的 宗 值 性 定理 就 证 有 明了。 

这 使 我 们 天马 后任 完 现下 的 射 形 性 持 时 只 此 求 说 和 的 不 变 
性 。 特 别 是 对 谎 声 的 射 有 影 变 换 的 研究 ,我 们 使 用 斯 何 硅 的 定义 。 


$$ 人 名。 场 的 同 素 对 应 . 同 素 变 换 )。 

在 这 一 季 昌 我 们 当 拨 大 壬 有 洒 对 应 的 概念 到 二 次 闻 形 ， 也 就 是 
扩大 到 点 与 直线 的 出 了 .1 于， 我 们 可 以 把 所 得 到 的 结论 控 照 鹤 
有 闭 对 偶 原 理 转换 到 和 声 对 仙 的 二 次 阁 形 上 ， 也 骸 是 直线 与 在 面 的 
把 上 。 

下 面 所 说 的 两 个 级 匹 示 前 的 一 一 对 应 就 叫做 辣 素 对 应 ， 或 者 
简称 为 同 素 。 

4) 一 个 场 的 每 个 点 对 必 一 个 化 的 一 个 点。 

6) 一 个 场 的 每 条 让 秩 对 应 另 一 个 场 的 -条 让 绿 。 

6) 一 个 步 的 接合 元 未 二 对 ,对 应 舅 一 个 ` 声 的 对 应 的 搂 个 无 素 对 
(也 就 是 属於 一 条 上 丰 如 的 点 对 应 大 亦 对 应 直 和 缚 的 由)。 

应 该 注意 ， 存 在 间 帮 对 以 的 十 个 场 的 宕 可 以 是 南 个 不 同 的 平 
面 ,或 者 是 同一 个 焉 面 - 下 炎 ,从 同 夫 对 虚 的 定义 可 以 得 到 这 个 概 
念 的 倩 素 性 。 这 号 是 况 与 第 二 个 场 ”成 间 素 对 应 的 雨 个 场 o 与 
w' 必 有 天 相 成 同 索 对 应 。 

我 们 来 赴 明 间 赤 对 应 共有 射影 性 咒 ， 也 就 是 南 个 同 素 对 应 场 
的 对 友 一 志 因 形 汞 对 彤 形 射影 形 ， 们 定 场 @ 和 @' 是 同 素 对 应 的 。 我 们 
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欢 研 究 场 @ 的 一 个 点 列 s 与 它 人 在 场 @ 上 的 对 应 熙 刘 。 证 明 点 
列 s 和 s' 是 射 彩 形 。 为 此 , 我们 知道 ， 中 要 证 阴 政 刘 s 的 任意 四 
个 调和 点 对 应 点 则 8 的 四 个 国生 城 可 以 ， 设 4， 了，C 也 是 此 
列 s 村 构成 调和 改 的 四 个 点 ， 在 在 面 w 上 ， 通 过 点 4 任意 本 和 和 绿 
4P 和 4， 通过 点 CO 引 蕉 粮 与 在 织 4P 和 48 交 论 点 5 和 以 《 山 
179)。 基 次， 以 在 各 联 若是 对 二 ,和 已, 加。 我 们 用 己 求 改 示 站 


DCs 


7 1 
人 
图 179， 
娘 45S 和 BQ 的 交点 ,用 站 来 去 天 人 人 2S 和 -4 的 交点 。 这 时 ,站 
名 PR 与 苛 刘 s 奖 答 旺 D。， 这 是 硬座 中 和 女 和 是 完 至 四 角形 PQRS 


的 对 角 称 点 ， 意 且 点 G 和 刀 是 通过 次 三 个 对 角 蒜 点 下 的 两 个 对 边 
和 对 角 和 加 48B 的 交点。 我 们 勾 道 ， 汶 时 点 对 4 ,到 和 C ,DD 应 该 构 
成 调和 难 。 因 此 ， 对 於 四 个 调和 点 4 ,B,C 也 ,我 们 作出 完 公 四 
角形 PQRS, 它 的 对 角 绿 是 直 牧 ,4 和 和 是 对 角 入 点 , 而 C 和 D 
是 对 角 娘 与 完 人 四 角形 的 边 QS 和 了 PR 的 灾 点 

点 刘 s 在 平面 @'， 下 对 应 串 刘 s'， 器 刘 s 的 点 4 ,8,0,D 对 
应 点 列 8 的 点 4',B', C0"',D'， 完 们 四 角形 PQRS 对 应 完 双 四 角形 
了 已 有 SS。 也 是 ， 从 同 素 对 应 定义 可 以 推出 , 所 有 的 从 局 天 傈 应 通 
从 场 四 移 到 场 o' 上 而 没有 任何 改 区 。 因此 在 本 面 w' 上 ， 直 粮 4 
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就 是 完 谷 四 角形 已 @ RN 的 直角 牧 , 二 和 B' 是 它 的 对 角 妹 点 ,而 
点 C 和 点 刀 是 通过 僻 汉 个 对 角 乡 点 天 的 -对 对 边 和 对 角 入 的 交 
点 。 册 此 立刻 推 由 ,四 个 点 .4 B',0', DP' 构成 调和 从。 座 是 , 需要 
让 明 的 事 质 已 经 证 明 ， 


学 
现在 就 不 难 证 明 存 十 个 间 索 对 应 场 丘 对 应 线束 的 射 沉 性 。 
2 
Bs 
EF 
加 180， 
我 们 假定 , 场 咱 的 线束 对 未 场 w' 的 线束 S'( 问 180)， 用 站 
入 s 蕉 线束 &S 。 我 们 得 到 与 刹 束 “透视 的 咎 列 : 
点 列 8 (4, UR GO, 0)», 人民 铝 束 S (a, b, C) d, *) 本 
直入 * 在 平面 @ ”上 对 应 插 线 -< 和 后 者 航线 束 有 论点 4', 万， 
中 | 0 也,…), 节 且 


点 列 s'(A' 忆 C,7D 去 椒 柬 S'(a',b’',c', dd pm 
另 一 方面 ， 在 场 @ 和 o 的 同 素 对 应 扯 的 点 列 s 和 s' 是 射影 
的 : 
点 列 s《〈4d4, 玫 ， 7) 六 点 列 nd EE D'. ee ), 
由 此 断定 这 两 个 点 知 操 淫 和 祝 各 束 信 利 5S' 也 是 射影 的 : 
娘 束 5 (a,6,c, 9,… 六 机 来 ao 0',e',d…)。( 证 完 ) 
这 样 , 册 个 同 素 对 应 凡 放 对 应 一 次 隐 形 的 射影 性 就 得 到 放 明 . 
由 此 也 可 以 得 到 ， 辣 索 对 应 册 归 作为 雨 个 射影 乏 束 对 应 射 称 
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交点 雪 踊 的 每 个 二 欢 曲 线 对 应 一 个 二 多 曲线 (楼 成 第 一 个 曲 稼 的 
两 个 稼 束 变 为 杰 成 第 二 个 曲 乡 的 附 个 入 束 )。 


$ 49， 租 视 同 索 变 换 与 透射 
设想 在 空间 训 有 平面 @ 币 le' 以 及 射影 中 心 S (了 阅 181)， 从 中 
心 S 把 平面 吧 的 点 投射 公 皇 面 
oo 上 上 ,这 上 时 汪 面 的 每 个 砧 4 
的 中 心 射影 是 平面 的 唯一 点 
人 44。 肥 过 来 ， 平面 w' 的 点 44 
对 应 它 在 检 面 上 的 中 心 射影 
:4 同样: 场 o 的 每 条 直 义 的 中 
心身 影 是 声 w' 各 的 对 应 直 称 。 
例如 ;, 场 名 的 站 各 4B 对 应 场 @ 
的 在 线 二 有 :这 责 条 对 应 丰 线 
旦 平 而 oo 与 脏 面 o' 和 投射 平面 
加 181. SA4B (或 $4'B") 的 交 穆 。 因 此 
站 红 4'B' 对 应 平面 吕 人 的 在 弓 2404， 因 为 在 一 条 起 入 寺 的 点 的 中 
心 射影 是 对 应 直线 了 的 点 ,於是 十 个 平面 @ 利 | e' 间 素 对 应 的 所 有 
条 件 都 已 具备 ， 因 此 , 推 科 的 征询 是 平面 @ 和 | o" 间 的 对 应 是 同 素 
对 应 。 这 种 对 应 叫做 透视 辐 索 对 必 
平面 和 ow' 的 交 各 ss 通 然 是 迁 观 同 索 对 应 的 二 重点 的 轨 踊 。 
我 们 用 CC。 来 表示 直线 4 瑟 与 直 乏 阅 的 安 点 ， 这 时 点 Co 自身 对 应 。 
所 以 对 应 48B 的 直 穆 4'B' 应 该 省 过 Co。， 由 此 浙 定 两 条 对 应 直 娘 
相交 在 直入 ss 上 ， 这 条 站 各 也 电 做 酒 歼 同 来 对 应 的 轴 。 点 8 叫做 
这 个 辐 素 对 应 的 中 心 。 
现在 进行 下 向 的 和 作 圈 。 从 中 心 SS 沁 玉 镶 名 投 射 到 平面 ol 上 
《图 182)。 於 是 下 面 吕 和 ol 间 就 作成 透 税 闻 索 对 应 , 其 中 三 角形 
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网 182 ， 

4BC 对 应 三 角形 41B1C1， 然后 ,再 从 与 Y 不同 的 中 心 S。 把 在 面 
oi 投射 到 通过 平面 品 和 oo; 的 灾 强 的 下 而 上, 我们 得 公使 平面 
ol 与 @%' 相 对 应 的 新 航 授 神 则 大 村 六、 在 这 个 同 素 对 应 竖 , 三 角形 
41B101 对 应 三 角形 4B'C'， 洁 曾 @ 和 看 :or 得 的 对 应 题 然 也 是 同 来 
对 应 ， 因 为 与 第 三 个 场 ol 国 坟 I ` 声 外 认 1 9” 打 相 | 同 素 对 
应 。 此 外 , 场 @ 和 ww' 问 的 对 1! 全 的 漆 砚 区 从 的 ， 这 个 精 论 是 帆 於 对 
应 三 角形 4BC 和 和 44B'O' 是 泛 入 的 ， 也 就 是 它 偶 训 是 於 痢 小 格 汪 
理 。 因 此 站 各 44,B 和 有 CG 沁 过 一 个 晤 我 们 用 S 来 表示 这 个 
点 。 那 廊 点 S 就 是 场 名 和 2" 前 迁 弄 同志 对 应 的 中 心 ， 

如 果 平 面 @' 与 耕 而 所 重合 ,我 们 洗 得 癌 一 种 知 的 情形 ， 在 这 
种 情形 下 同 素 对 应 的 场 有 辕 一 个 让 ”多国 为 在 这 种 情形 下 对 骸 三 
角形 4BC 和 4B'C"' 篆 沙 格 定 生 街 涂 有效 ( 入 面 上 的 诗 小 格 定理 )， 
套 是 联结 对 应 点 对 的 址 千 省 注重 合 玲 面 的 同一 个 涉 8。 在 这 种 司 
形 下 的 赔 来 对 应 时 做 透射 FiO 到 做 朋 寺 中心 。 联 和 车 对 应 点 对 
(4，45 瑟 Bi 0 053) 的 法 有 让 称 痢 通过 中 心 5 。 这 符 。 时 作 
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透射 轴 。 透射 对 应 丰 线 对 的 安 怠 (4o, Bo0o …) 者 在 这 杀 直 和 线 上 。 

通过 透射 中 心 S$ 的 沂 有 直 委 都 是 二 重 直 和 线 。 中 心 5 显然 出 是 
二 重点 。 

同样 ,透射 轴 s 是 二 重 直 穆 , 它 的 听 有 沾 都 是 二 重点 。 在 透射 
站 的 十 个 对 应 三 角形 ,例如 三 角形 48C 和 4'B'C'， 满 足 钮 小 格 定 
理 的 条 件 。 

有 反 过 来 也 一 样 ， 满 是 笛 沙 格 定理 的 十 个 三 角形 可 以 看 作 是 透 
射 跟 的 对 应 三 角形 。 由 此 ,这 梯 三 -角形 也 就 时 做 透射 三 三 角形 。 

如 果 竺 面 上 的 同 素 对 应 有 中 心 ， 那 麻 它 也 有 轴 ， 也 就 是 是 透 
射 。 事 实 上， 在 这 种 情形 下 对 心 三 角形 在 透射 的 位 置 站 且 它 们 的 
对 应 边 的 三 个 交点 在 一 条 直线 上 ,这 条 在 称 显然 也 就 是 透射 轴 。 

同样 ,具有 加 的 同 素 对 应 也 有 共有 中 心 ,也 就 是 是 透射 。 

如 果 已 知 透 射 中 心 S 与 透射 轴 * , 著 麻 要 砍 定 这 个 透射 ,只 要 

后 答 明 一 对 对 应 点 4 ,4' 就 

可 以 ， 这 时 点 对 4 ，4' 应 该 
消 足 唯一 的 条 件 :直线 4 ,4 
-十 要 通过 点 S$ 。 在 其 他 方 
面 ， 对 应 点 对 的 取 法 是 随便 
的 0 。 

特别 是 ， 我 们 可 以 取 透 
射 轴 > 上 的 某 个 点 作为 透射 
中 心 S 。 透 射 的 这 样 特殊 情 
形 ， 在 以 后 (§ 54) 我 们 将 要 

天 183， 过 到 。 
我 们 来 走 明 ,如果 已 知 
S,s 和 《4 4'), 

@ 当然 ,不 能 芭 定 点 4 是 二 重 则 (也 渡 是 4 二 A) 
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如 透射 完 双 确定 。 

设 已 知 任意 点 了 (图 1x3)” 它 的 对 应 点 B' 可 利用 下 面 的 作 图 
方法 找到 。 我 们 相交 线 48 背 纪 用 0。 来 家 示 这 条 直 绪 与 透射 由 s 
的 交点 。 次 各 4'0。 是 丰 缚 4f 的 对 应 次 各。 点 六 应 该 在 这 条 直 
穆 4:C。 上 ,也 在 射 SB 上， 由 此 有 : 

B = 小 Cox SB. 

用 这 种 方法 ,对 蕉 平面 和 的 每 个 点 都 可 以 作出 它 的 对 应 点 。 

如 果 , 利 用 某 个 另外 二 应 点 对 ( 与 点 对 4 ,4' 不 同 的 ) 作 点 8 的 
对 应 点 8', 例 如 利用 点 对 0 ,0"， 我 们 得 公 的 幢 与 头 一 种 作法 得 到 
的 点 相同 “这 从 三 角形 -420 和 478'0' 满足 币 小 格 定 理 就 可 以 次 
接 推 得。 和 实 上 ,站 各 CB 和 (1 应 该 相交 於 透射 轴 。 上 的 一 个 
点 4,， 所 以 它们 是 对 应 址 铬 

用 已 知 的 -对 对 应 再 绪 逐 代替 对 应 点 对 ， 也 可 以 确定 透射 。 
例如 , 除 透射 中 心 S 与 适 射 帽 s 以 外 ,已 知 一 对 对 空 直入 48B,4'B', 
题 然 , 这 两 条 直 贸 只 需要 消 趾 一 个 要 求 : 它 个 的 交点 Ce 应 该 属於 
透射 轴 s。 这 上 时, 引 穆 束 S 的 生意 射 各 例如 54), 它 在 站 各 4B 
和 4'B' 上 就 条 定 对 应 点 对 -小 

应 该 注意 ， 透 射 息 可 以 厂 作 号 南 术 面 重合 的 透视 同 素 对 应 . 
这 样 的 同 泰 对 应 是 我 们 把 图 沿 透 射 轴 * 矫正 后 所 得 到 的 ， 这 时 ， 
这 个 轴 变 为 同 素 对 应 下 面 的 从 粮 、 透 袖 同 素 对 应 的 中 心 可 以 作为 
直 牧 44', BB,00,… 的 交点 来 确定 。 按 笛 沙 格 定理 (空间 的 ) 这 些 
直入 应 该 通过 一 个 点。 


$ 50， 仿 射 同 素 对 应 

在 第 一 章 故 我们 侣 研究 过 优 射 对 应 和 透视 仿 射 对 应 。 这 雨 种 
对 应 都 满 是 同 素 对 应 定义 全 所 提出 的 那些 要 求 。 因 此 仿 射 对 应 是 
属於 同 素 对 应 的 。 但 是 同时 它 还 只 有 特殊 的 性 质 〈 例 如 平行 与 直 


0 对 影 天 人 学 


各 上 三 个 中 的 简 日 比 等 不 变性 )， 前 这 此 性 择 蓄 不 是 所 有 一 般 的 
同 弄 对 应 的 共同 性 持 ， 在 这 一 季 旦 一 们 紫色 王 仿 射 闻 素 对 应 的 概 
念 ,确定 使 它 由 所 有 辣 素 对 谋 天 刘 甸 时 灰 的 特征 性 质 ， 

假定 在 平面 @ 得 @" 间 建 广 了 位 射 对 应 。 这 时 平面 @ 的 十 条 
玫 行 交 各 于 和 9 (49) 对 谋生 而 2 的 平行 直 缚 帮 和 9 (图 
184)。 在 射影 下 面 下 ， 符 行 直 各 租 安 论 非 加 有 可 ， 我 们 用 王 . 来 
表示 直 各 了 和 9 的 非 固 表 安 由 空 对 应 于 面 %' 了 用 到。 所 表示 的 
直 和 煌 也 和 9 的 非 加 有 交点 ， 因 为 点 五、 是 平面 mw 的 任意 非 固有 
点 ,因而 可 以 说 在 仿 射 则 素 人 村 六 此 ,一 个 于 而 的 非 固 有 噩 稳 对 应 另 
一 个 平面 的 非 固 有 卡 ， 这 就 是 党 和 不 蚀 名 的 非 因 有 下 牺 在 仿 射 辣 素 
对 应 鼻 对 应 在 面 2' 的 非 固 宵 让 神 。 


A 
ad Fe 请 上 w 
/ 9/ 
网 184， 


我 们 来 证 明 这 种 性 质 是 仿 射 辣 索 对 应 的 特征 。 它 的 必要 性 从 
在 行 的 不 变性 已 绝 扒 出。 为 六 江阴 它 的 充 从 性， 我 们 来 研究 在 一 
在 稳 上 三 个 点 的 简 四 上 比 . 

设 平面 呈 和 w' 成 同 素 对 应 , 巧 且 平面 @ 的 非 因 有 直线 对 应 入 
面 o 的 非 固 有 直 称 。 我 们 来 研究 一 对 对 应 直线 和 s' (图 185)。 
假定 直 穆 s* 的 三 个 点 4,B 和 C 对 应 直 缚 ”的 三 个 点 4 B 和 0'。 
此 外 , 由 评 所 作 的 假定 , 直 午 s 的 非 固有 点 D., 对 应 直 稳 s' 的 非 固 
有 点 De<。 因为 同 素 对 应 不 改 仅 在 一 直线 上 四 个 点 的 交叉 比 ， 我 


们 应 该 有 CN Ue “ed BB 
(ABGOD N= ED Y= CAB'0"), 
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汉 185. 


於是 我 们 得 到 : 


(4 B= (A'B'(!') i 
， 在 一 个 平面 的 非 问 有 站 红 对 应 另 一 个 斑 面 的 非 固有 站 
ae See op lve tit 然而 
这 就 是 说 上 壕 的 同 素 对 应 是 仿 射 的 。 
根据 引咎 出 来 的 理由 ,我 们 得 到 下 面 的 咎 哗 : 
在 第 一 章 训 三 突 过 的 两 个 下 而 (不 同 的 或 者 合同 的 ) 的 信 身 戏 
OT 
很 定点 到 。 RON 名 对 应 点 列 w%。 我 们 知道 在 任何 
同 素 对 应 囊 点 列 。 和 % 物 是 射影 的 。 在 已 知情 形 下 , 它们 还 具有 
附加 的 竹 什 :这 两 个 点 列 的 二 对 对 应 点 的 简单 比 相等 。 
用 4 和 CD 表示 在线 、 的 全 雨 个 粮 段 ,而 用 怀 有 P 和 CD' 表 
示 直 烙 % 的 对 应 牺 段 (加 186)， 於 是 就 应 有 : 
(ACB) 一 (ACB') ; (BDO) 一 (BDIC )， 


网 AB A'B'. BO_B'O' 
或 者 : GB GB’ DO™ DO" 


AB CB. BO _ DC 
AB™ 0p’ Bo'™ Do 


212 引 影 从 何 A 
二 较 这 两 个 等 式 , 就 发 现 : 


AB OOD. 
A'B! 一 7 二 常数。 


0 w 
| 
5 ’ 
0 
Xe " 
| 8’ 
aA’ 
$s 
的 186， 


因此 , 点 列 。 和 的 任意 示 个 对 应 称 段 的 比 是 常数 ， 具 有 这 
些 性 质 的 射影 点 列 时 做 相似 器 刘 。 像 我 们 所 看 到 的 ， 两 个 射影 点 
列 相似 的 条 件 是 它们 非 关 有 点 前 对应 。 特 别 在 仿 射 同 素 对 应 于 的 
两 个 对 应 点 到 炉 有 具有 这 种 性 质 


$ 51， 仿 射 的 透射 

假定 , 场 w 和 om' 重合 论 站 这 十 个 坊 的 同 素 对 应 就 是 同一 在 
面 上 元 素 的 对 应 。 如 果 这 种 同 老 对 应 是 仿 射 的 ,于 麻 ,平面 的 非 固 
有 直 称 应 亦 自 身 对 应 。 所 以 非 四 有 直线 是 同 素 对 应 的 二 重 直 米 。 

现在 我 们 来 研究 仿 射 的 透射 ， 这 是 以 非 固 有 址 穆 为 二 重 直 穆 
的 透射 。 

我 们 知道 (49), 清 射 的 二 重 直 乡 通 过 透射 中 心 , 除 此 以 外 的 
二 重 直 和 线 就 是 透射 轴 。 

在 仿 射 的 透 和 对 冉 , 玫 面 的 非 问 有 站 各 是 二 重 将 穆 , 关 此 它 或 是 
通过 透射 中 心 S<， 在 这 种 情形 下 NS- 是 非 固有 点 ,或 是 它 本 身 就 
是 透射 轴 s--。 我 们 来 研究 这 种 透射 的 可 能 情形 

1) 迁 视 仿 射 对 应 在 这 种 异形 下 ， 透 射 中 心 8。, 是 非 固有 
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点 。 联 和 精 对 应 点 对 的 激 
有 将 独 部 科 行 而 有 通过 
点 S.。 (网 187)。 是 然 ， 
这 种 泛 射 就 是 透 袖 仿 射 
变换 ， 它 的 畏 s 是 二 种 
点 的 轨 黑 (透射 轴 )， 

在 特殊 情形 全， 如 
果 透 秽 仿 射 填 应 的 中 心 
S. 是 轴 : 的 非 固有 点 ， 
落 麻 联 车 对 点 点 对 的 匠 
有 直 织 都 平行 於 辑 。 
《图 188 )， 这 种 变换 里 
做 洲 动 ， 

2) 位 似 如 内 透 
射 烛 S.。 是 颖 固有 将 结 ， 
则 对 应 直线 对 ， 必 是 和 
行 的 且 相 灾 於 非 因 有力 
上 的 点 。 例 如 在 图 139 
于 ,对 应 在 银 43 和 十 妇 
于 行 且 相 净 於 非 间 有 束 
下 ， 这 时 就 有 : 
一作 常 吉 ， 


因此 ,所 研究 的 同 素 对 户 就 是 具有 叙 数 庆 的 位 位 ($ 3 )。 

位 俱 的 特殊 情形 是 寺 合 必得 或 中 心 对 称 ( 阅 190)， 在 这 种 由 
形 下 , 对 应 点 对 4 和 < 在 这 六 Et 二 构成 对 合 ， 它 的 二 重点 是 趾 
心 与 非 固有 点 4, (在 透 革 申 )， 对 施 通 过 中 心 8 的 任意 丰 粮 


214 射 ba 何 京 


是 同样 的 。 因 为 在 这 样 的 宝 条 证 梁 下 的 对 合 是 双 曲 的 ， 赣 且 其 中 
的 一 个 二 重点 是 非 四 有点， 诸 玉 访 二 个 二 重点 S 是 非 固有 点 的 调 
和 共 拨 点 , 它 平 下 绪 段 44 和 (到 有 避 ”由 此 可见 所 研究 的 对 合 位 
似 是 中 心 对 称 C 有 中 心 $5 ). 

3) 平行 移动 ”最 后 假定 我 们 分 这样 仿 射 的 透射 ， 它 的 轴 so 
是 非 固有 直线 ,而 中 心 S .下 非 加 有 引 ， 因 此 ,中 心 Sw 在 轴 s%@ 
上 上。 


-一 ”一 一 一 一 一 


因 190. 网 191。 
如 果 4,4 和 B,B' 是 雨 对 对 应 点 ( 轿 191), 旭 直入 44 和 BB 
平行 翡 相交 讼 点 S。: 


4d4 x BB'=S,,。 
另 一 方面 , 次 娘 4 和 4'B' 是 对 应 的 , 它们 应 该 相交 於 非 固 
有 的 透射 轴 sc 上 的 一 点 入 .-- 
因此 4 甩 4B'. 
所 以 , 阅 形 4B4B" 是 平行 四 沁 形 ,下 旧 就 有 
:4 庆 条 并 五 。 


於是 , 适合 所 研究 展 的 法 射 号 是 向 证 -1 所 确定 的 平行 移 


【0 4 和 洪 动 "也 是 中 二， 咎 与 办 & 中 该 分 的 活 射 。 


5 
动 . 
平行 移动 是 在 面 的 这 样 变换 ， 它 的 所 有 点 在 确定 的 方向 上 移 


动 问 样 的 距离 .移动 的 向 最 .4 抵 礁 定 移动 的 方向 , 双 确 定 移动 的 
距离 。 


$ 52， 确 定 同 素 变换 的 条 件 

1 我 们 提出 并 於 交 个 条 件 可 以 确定 同 素 变换 的 问题 .预先 让 
明 下 面 两 个 定理 : 

定理 I 存在 有 同 娄 变换 使 不 面 上 任意 选取 的 非 变态 9 四 角 
形变 为 与 已 知 任意 四 角形 合同 的 四 角形 。 

设 不 面 上 有 四 角形 48CD。 我 们 来 证 明 必 存 在 这 样 的 同 素 
变换 ， 它 使 已 知 四 角形 -480D 变 为 与 已 知 任意 的 第 二 个 四 角形 
4'B'0'D' 合同 的 四 角形 (图 192)。 


沿 192， 


通过 已 知 四 角形 的 顶点 4 作 任意 直线 s， 东 上 且 在 它 的 上 上面 截 
@ 就 是 任何 三 个 项 点 部 不 在 一 么 直 综 上 的 四 角形 。 


mn NR NR 


取 和 线段 4D1= 4'D'。 再 求 第 二 个 四 角形 的 边 4D' 和 BC" 的 交点 
可, 在 直线 s; 上 截取 和 线段 Dif1== "所 ,用 下 表示 已 知 四 角形 的 边 


DC 与 对 边 4B 的 充 点 ; 
X=AB x DO. 


联 精 点 Dl 和 点 工 , 点 Fi 和 42 用 CO 表示 直线 DiX 和 可 8 的 
交点 : 
C1= DX x FB. 
我 们 得 到 四 角形 4BC1D; .在 有 48 与 中 心 51 的 透射 圳 ,这 
个 四 角形 可 以 看 作 是 和 已 知 四 角形 BCD 对 应 。 中 心 六 作为 下 
穆 DiD 和 CiC 的 交点 来 确定 : 
SB = 00 x DD. 
实际 上 ,有 中 心 51 与 轴 *1 二 -15 的 透射 把 四 角形 4BCD 变 为 
四 角形 4B8CD:。 用 字 大 Hi 圾 天 这 个 透射 ， 透 射 也 变换 在 面包 
上 的 点 使 四 角形 4BCD 变 为 四 角形 4B8C10， 
因为 线段 4Di= 汪 乙 ， 於 是 在 这 个 穆 屋 4D1 上 可 以 作 四 角 
形 4DiC:B。 与 第 二 个 已 知 四 角形 41D'0'B' 合同 : 
ADiC, Bs = D'OR, 
这 时 由 放 Di 本 = 加 角形 的 边 Ba( 2 与 边 4D: 交 才 点 丽 。 
不 难看 出 , 四 角形 4 20 在 上 共有 轴 %=:0 与 中 心 $ 的 
透射 涌 是 四 角形 4D10C1B 所 对 应 的 痢 形 ,而 S52 是 以 下 面 的 方法 决 
十: 
Ss = BH. xO01. 
用 字母 H; 表示 这 个 透射 。 泛 射 Hs 变换 平面 上 的 点 使 四 角形 
AD101B 变 为 四 角形 4D40362， 
现在 来 研究 作为 透射 Hi 和 H; 各 的 变换 KK: 
K := Fi,.H.. 
不 难看 出 ,变换 是 间 素 变换 ,事实 上 ,经 过 透射 Hl 和 Hs 时 
平面 “的 点 变 为 同一 平面 上 的 对 应 点 。 平 面 w 的 直 米 变 为 对 应 直 
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株 。 最 后 接合 的 元 素 变 为 接合 的 元 素 。 

因此 ,存在 有 同 索 变换 区 它 把 已 各 四 角形 4BCD 变 为 与 第 二 
个 已 知 四 角形 4'8'0'D' 合同 的 四 角形 44020227 

定理 已 经 证 朋 @ 。 

定理 芽 ， 只 和 故 在 一 个 间 玉 变换， 使 已 知 非 变 坊 的 四 角形 
4B0D 对 应 第 二 个 已 知 的 四 角形 和 B07 

假定 ,在 某 个 同 素 变换 中 ,四 角形 :LBCP 对 应 四 角形 4BC'D; 
(加 193)。 这 上 时, 莫 没 有 讼 我 全 并 全 窜 的 同 素 变换 是 两 个 不 同 平面 
的 或 是 一 个 平面 的 (也 就 是 辣 索 对 应 场 的 底 是 两 个 不 同 的 在 面 或 
是 同一 个 平面 )， 


喝 193. 

我 们 来 证 明 声 名 的 每 个 嘛 及 对 应 嵌 w' 的 完全 除 定 的 崔 一 点 
M', 

我 们 研究 以 对 应 点 4 利 二 作 中 心 的 十 个 绿 束 。 在 这 十 个 绿 束 
保有 对 应 射线 对 

4B 和 4448，A0 和 40'"，4D 和 AD', 

它们 可 以 完 至 确定 妹 来 4 和 汪 间 的 射影 对 应 : 

各 束 4(4B, 4C, 4D.…\ 大 入 东 -4(4'B', 4'0', 4'D',….)。 


和 四 可 以 证 明 ， 利用 -一 速球 的 中 心 对 咒 能 建 平 商品 和 徇 同 求 变换 ， 它 使 已 知 
四 角形 ABCJ 对 应 已 知 四 得 形 -OD'( 例 加 ， 参 考 TEpimsaxbn 车 射影 此 何 学 ， 
1985 年 版 )。 


机 


这 时 , 乡 东 4 中 通过 点 歼 的 射 各 < 对 应 穆 束 44 自 通 过 对 应 点 

ML" 的 确定 射 绢 wa ， 讼 是 应 该 有 
(4B, AC, AD, a) = 4'0', A'D’', ao， 

从 这 个 条 件 , 我 们 知道 (331 射线 到 唯一 了 条 定 荡 且 可 以 进行 
作 图 。 

用 类 似 的 方法 ,再 人 矿 究 有 中 心 了 和 B' 的 十 个 射影 综 束 : 

粮 东 BCBA, BC, BD,…) 坟 加 束 B'(B'4', BC B'D',…)。 

在 和 糙 束 娃 撕 通过 点 上 吕 的 射 绿 上 对 应 粮 束 8' 里 通过 2 的 俱 定 
射线 交 。 巧 且 

(BA, BO BD,b)=(8'4", B'C', B'D', b'), 
这 使 我 们 可 以 崔 一 地 作出 射 绢 7 
因此 ,作为 直线 “和 上 站 安 点 的 点 下 咕 一 地 确定 。 
M'=a'xb'. 

所 以 , 只 存在 一 个 同 素 变 换 , 它 使 四 角形 480CD 对 应 四 角形 
A'B'C'D'( 证 完 )， 

2.， 从 定理 I 和 定理 II 我 们 可 以 断定 :已 知 的 雨 个 对 应 的 非 变 
态 四 角形 ,或 者 四 个 对 应 点 对 (其 中 任 三 个 部 不 在 一 条 理 狠 上 ), 完 
克 夏 定 琴 个 增 的 加 北 对 应 。 

事实 上 ,如 果 场 @ 的 串 4,B.0.D 对 应 场 @' 的 点 4', B',0', 了 
那 末 , 根据 定理 工 就 在 在 一 种 问 未 变换， 把 四 角 480CD 变 为 与 四 
角形 4'B'C"D' 合同 的 四 角形 418101D1, 

用 oil 表示 场 吕 几时 所 变 成 的 场 。 付 属 场 ww 和 ow' 的 底 ,使 四 
角形 41B101D1 与 四 角形 4'8'0'D' 重合 , 起 是 在 场 o 和 ca=so' 的 
同 素 变换 莫 , 四 角形 4BCD 对 应 四 角形 4'B'C'D', 按 定理 工 , 这 种 
同 素 变 换 是 唯一 的 

因此 ,已 知 的 场 @ 和 ww' 的 十 个 对 应 由 角形 确定 雨 个 场 的 唯一 
同 素 变换 (证 完 )。 
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俊 定 同 素 变 换 也 可 坊 用 所 个 对 应 四 油 形 或 者 四 个 对 应 直线 对 
(其 中 任何 三 条 不 通过 - -个 沾 ) 来 代替 两 个 对 应 四 有 角形， 

事实 上 ,如 果 已 知 请 个 对 太 四 边 形 ,我 伯 也 就 有 了 同 弄 对 应 场 
的 四 个 对 应 点 对 (已 知 四 边 形 的 大 点 ) ,我 们 和 合 经 证 明 过 ,它们 可 以 
确定 一 个 同 素 变换 

已 知 三 个 对 应 点 对 与 一 个 对 应 直 乡 对 也 可 以 亿 定 -个 同 素 变 
换 。 忌 如 ,已 知 三 个 对 应 点 此 对 二 4; BB，B'， 和 0， 0 图 194) 和 一 
个 对 应 直 嫌 对 9 和 9 ， 本 注意 址 各 9 和 9g' 分 别 与 三 角形 4BC 和 
4'B'C' 的 妆 点 ,我 们 又 得 到 二 个 对 应 点 对 . 蕉 是 可 以 选取 十 个 对 应 
的 非 变 态 四 角形 ,例如 BCMN 和 B'C'MM'N', 它们 就 完 至 俱 定 一 个 
同 素 变 措 。 


总 | 194. 


在 第 一 章 宇 我 们 钱 究 注 切 射 对 应 , 它 是 出 雨 个 对 应 三 角形 (三 
个 对 应 点 对 ) 礁 定 的 ” 鲍 在 很 朋 题 , 仿 射 则 素 变 换 的 第 四 个 条 件 乃 
是 场 的 非 央 有 将 狠 和 的 对 应 ”上 用 中 为 了 路 定 仿 射 赔 来 变换 ， 卫 要 已 
知 三 个 对 应 点 对 就 够 用 。 


$ 53， 射 影 座 标 
1， 在 研究 平 而 的 位 射 变换 蛙 。 我 们 信纸 得到 仿 射 座 标 的 概 
念 ， 仿 射 麻 标 乃 是 普通 前 下 吕 座 标 会 3 ;的 持 广 。 使 年 面 上 普通 攻 
卡 多 座 标 系 儿 二 仿 笃信 扩 我 沽 蛾 得 到 仿 射 座 标 系 ， 这 时 新 座 标 
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系 一 一 仿 射 座 标 系 一 一 -对 於 每 个 入射 变换 是 不 变 的 。 

为 了 研究 平面 的 射影 变换 (回去 变换 ) 我 们 应 该 找 出 推广 的 笛 
卡 儿 应 标 系 , 它 能 对 才 盎 的 任意 问 坊 变换 保 竺 不 变 。 

这 样 的 座 标 系 命名 为 射影 座 标 秒 、 普 通 秆 反 儿 座 标 柔 苑 行 射 
影 在 换 合 ， 我 个 就 可 
以 得 他 这 种 座 标 系 。 
设 平面 上 有 普通 的 笛 
上 下风 座 标 系 zy〈 园 
195) 。 我 们 用 E(1, 1) 

园 195. 来 表示 单位 点 正 用 

用 (z,y) 来 表示 三 疝 的 任意 四。 

现在 我 们 进行 场 的 间 素 变 拘 、 广 则 看 一 看 图 195 这 时 所 变 成 
的 形状 。 在 这 个 图 点 ,正和 红 革 s 玉 和 上 os 与 山 0z 交 亦 它 的 非 固有 
四 攻 wo 六 2 六 上 EsBl0z)。 完 会 加 泽 , 下 和 铝 间 1 让 和 BB 与 轴 Oy 也 
交 崔 它 的 非 固 有 点 了 ceCMMDE1E OW)。 

假定 在 同 素 变 换 莫 ,点 工 - 有 了 对 应 台 六 ' 和 了 ', 而 非 固有 
直 绿 之 wwY ,对 应 直 
各 和 了 Y'( 阅 196)。 认 
是 ,直线 好 3 和 
五 4 殖 应 该 与 厚 Ox 交 
放 点 民 , 芥 丰 绢 并 人 
和 五 1 五 应 该 与 轴 人 0 
交 圾 点 慷 -。 因此 ， 赐 
196 是 图 195 的 射 党 圆 196. 
映 愉 ， 现 在 我 们 入 馆 卡 儿 座 标 x 和 以 于 样 的 表 示 式 ， 使 它们 对 
於 所 有 的 间 末 空 换 融 保 持 不 变 ， 汉 利用 妆 义 比 来 表示 座 标 2 和 9 


第 1 二 次 因 涝 的 于 和 交 洪 ， 


就 可 以 作 到 : 
z= a =aCMIBEO) = (MEOR.,), 
-3 
因为 (MBIOFR ,Y= Th =CMB0). 
二 (Ml 4s12 ~ ) 
同样: 
0 
这 样 , 我 们 就 用 射 党 的 彤 式 表 孙 了 过 卡 儿 座 标 。 


变换 后 (图 196) 我 们 就 有 : 
z= ME'ONX'), 


y= (ME OF'). 

这 些 表 示 式 叫做 点 好 的 射影 座 标 。 

因为 在 同 素 变 换 身 ,一 直线 下 四 个 点 的 交叉 比 不 变 , 所 以 就 有 

z= 和 Y=. 

2， 现 在 我 们 不 依据 便 卡 儿 座 标 系 ， 独 立地 研究 射影 座 标 系 。 
首先 我 们 看 到 ， 要 按 公式 (1) 来 定义 射影 座 标 ， 应 该 答 出 三 角形 
GEE, 我 们 把 它 时 做 基本 ( 基 左 ) 三 角形 或 者 座 标 三 角形 。 此 外 ， 

» 应 该 答 出 单位 点 到 四 

从 公式 (1 可知 当 流动 点 歼 '" 与 点 B' 重合 时 ,我 们 得 到 : 

2 一 1, 9 =1. 

所 以 单位 点 于 ”的 射影 
座 标 等 於 1。 

观察 图 4195 我 们 看 到 . 
座 标 效 形 《基本 三 角形 与 罕 
位 点 ) 对 秦 三 角形 压 点 与 边 
的 姑 傈 是 完全 同等 的 ,办 此 ， /2 Ey Ei 


可 以 取 基本 三 角形 的 信 意 十 议 197. 
个 时 车 作 为 射 沉 中 心 ， 逆 且 从 它们 把 单位 点 与 已 知 点 投射 公 三 角 


(1) 


人/; My 


SS 


222 射 影 到 何 学 所 


形 的 对 边 上 。 假定 我 们 已 人知 射影 座 标 系 的 基本 ( 座 标 ) 三 角形 YZ 
(图 197)。 从 项 怠 把 点 到 科 开 投射 到 座 标 三 角形 的 对 边 上 ，, 我 们 
得 到 点 Bs 和 于 ， 从 看 点 工 沁 这 全 个 点 也 投 到 对 边 上 我们 得 到 点 
By 和 六 y 讼 是 射影 座 标 ww 和 六 误 玉 用 店面 的 公式 来 表示 : 
z= MyByZX YY, y= B2Y). (2) 
应 贡 指 出 ， 直 乡 下 点 的 对 觉 座 标 肖 然 是 不 确定 的 。 事 实 
上 ,如果 点 雪 在 直 绢 A7 上 , 则 环 和 开 重 合 ,而 其: 和 了 重合 。 和 欲 
除 掉 这 种 例外 ,我 们 必 到 齐 次 再 凡 座 标 上 ,分 


1 证 4 
多 2 一 - 》 ?f ES - -- 
eo ~ 

~ ~ 


我 们 看 齐 次 射 爱 座 奈 x,y,? 有 只 有 起 麻 样 的 休 何 意义 。 
从 点 开 和 五 到 座 标 三 角形 的 江上 和 作 垂 绢 ， 用 字母 M1, M,, Ms 
和 Bi, Bo, 上 3 分 别 表 示 这 些 重生 的 焉 足 ( 贺 197)。 放 是 有 : 


z i | (YM,,YE 7Y2)_ 
we 一 E 2 == y 5 yy Vy 
Fw (MB ZR) = (YM, Yh YS, YX)= pH YY 


Mn(MY2). sin( MY AX) _ sin(MHyr2Z). Sin(EyY2) _ 
gin(EJYZ) ‘sin(EJYX) sin (MY XY sin(E,YX) ™ 
~ MM . 五 Fk *1 _ 革 时 1 .Ms S$ 
| PE gH’ 
或 : eo 人 MAMI ; .173 生 


2 
用 类 似 的 方法 我 们 得 到: 
2 MM , MN, 
2 
点 到 到 座 标 三 角形 各 演 的 中 人 光 ,了 乱 税 表示 成 下 面 的 样子 : 
MMi=d1, BHM, = TMs =d,. 
部 有 日 位 点 吾 到 各 过 的 距离 圾 久 
J Fly Lb, tv, “ji 
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於是 ,得 到 下 面 的 公式 : 


i of 
BIL 1 . < 


€] Co Cx 
公式 (3) 慌 明 ,点 形 殷 齐 关 射影 座 标 2 与 忆 知 占 及 年代 贞 
到 座 标 三 角形 各 边 距 帝 揭 比 成 比例 
3， 章 次 射影 座 标的 这 各 性 完 合 我们 可 以 加 弄 座 标 变 换 的 芭 
式 。 
用 去 ,2 或 未 下 面 上 的 营 泛 入 卡 儿 座 标 。 髓 定 在 这 个 笠 卡 儿 座 
标 系 昊 基本 三 角形 XYZ 各 沁 的 扩 程 式 县 下 面 形状 全 
(了 Za 二 十 万 7 十 Yi 一 0、| ai7Y 
(ZX) .asd + pt Ys=0, | aspays 
(XY) asd + ft Ys=0. eBayYai 
为 了 写法 简章 ,假定 这 些 方 程式 的 左边 是 用 法 米 式 慌 示 的 .这 
时 距离 d1, 4d2 和 ds 可 以 用 五 程式 导 4 的 无 边 来 表示 ,其 中 二 和 7 是 
点 六 的 季 卡 旬 座 标 。 因 此 锭 有 : 
ziy:2= M+, a2 瑟 十 7 十 了 2 , asg+ pant+Ys 


大 0. (4) 


: ma 1 ? 日 时 i J EA 
在 齐 次 笛 卡 儿 座 标 x( 由 三 和 己 代 链 去 和 ) 这 些 公式 可 以 如 
成 下 面 的 形状 : 
TYZ= (0+ ONT be (a+ bn + ces) 
或 者 
DZ 一 QI 计 十 人 天 十 和 <， | bie | 
PY= 8 + L075, nlc | 地 0， (5) 
pz 一 03 二 十 太史 十 Ci nsbascs ; 
在 公式 (5) 昌 , 史 是 不 乱 慌 示 的 任意 办 数 .方程 组 (8 的 行列 并 


四 尹 稚 组 《47 的 行 芭 过 不 由 宣 吉 和 为 在 二 葵 生 多 诗人 P 三 从 在 综 通 二 .个 
点 。 


机 


不 能 等 於 雳 ,因为 它 与 方程 租 \4 的 行 刘 式 只 差 一 个 常数 因 数 。 
公式 (5) 答 出 用 齐 交 入 卡 儿 座 标 .7.5 用 示 齐 次 射 影 座 标 
yz 的 式 子 。 我 们 看 到 ,这些 公 式 是 粮 性 的 、 就 7 和 5 来 解 这 
些 方程 式 , 则 得 : 
pg=atztbiyte!s, agey | 
p=aszt+ bsy+es:, |asbses |F0. (6) 
pe egz 十 6 二 eic [asbses | 
公式 (6) 就 是 用 点 和 的 齐 浆 射影 座 标 才 示 了 它 的 齐 次 笛 卡 儿 
座 标 。 
利用 这 些 公式 可 以 得 到 从 -个 射影 座 标 系 变 到 另 一 个 射影 座 
标 系 的 公式 .假定 在 所 研究 的 对 河 座 标 系 +. y= 以 外 ,还 有 由 座 标 
三 角形 YZ 与 单位 串 百 决 定 的 党 二 个 座 标 系 世 太吉 按 公式 (6)， 
用 点 民 在 第 二 个 座 奈 系 仆 的 齐 次 射影 座 标 来 表示 它 的 齐 式 笛 卡 儿 
座 标 ,我 们 得 到 : 


PE=0IR+DID+e!z, | 互 人 1 
PW=63H+oY + ey, |asbs6s | 天 0. (7) 
DC 二 人 元 十 bh 十 a | sbics 


如 果 把 用 5 多 和 2 表 洲 ,7 和 5 的 式 子 代 入 公式 (5)， 则 得 
到 所 求 的 弄 交 射影 座 标的 变换 公式 ， 它 们 可 以 富 成 下 面 的 形状 : 


AZ 一 Re 十 - 已 十 Ci2， | 
PY = Ast+ BD + C02, > (8) 
pz 一 .455 十 EE]| 二 Ca2. 
这 时 行列 式 A101 
42721072 
4 Bs 
不 等 套 轩 ,因为 它 等 於 仅 式 (5) 和 (7) 的 对 应 行 刘 式 的 积 。 
从 公式 (3) 可 以 求 得 基 卡 三 角形 了 YZ 质点 的 座 标 ,事实 上 ,对 
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页 项 点 开 , 应 有 心 :s0 | 白 以 我 们 位 到 座 标 : 
入 (TOG 或 六 (1:0:0). 
同样 ,对 於 顶 点 YY 和, 可 以 得 到: 
FY(0:1:0), 200:0:1). 

利用 射影 座 标的 变换 公式 \8) 来 求 新 基本 三 角形 的 顶点 在 番 
座 标 系 皇 的 座 标 。 为 此 对 点 入 ,Y 和 ZZ 逐次 地 应 用 公式 (3), 这 些 点 
在 新 座 标 系 伍 有 座 标 :六 (1:0:0), 了 (0:1:0), Z(0:0:1)。 

对 评点 忌 , 工 , 马 , 在 谷 座 标 系 览 我 们 得 到 下 面 的 座 标 : 

KE(Ai: As: As), YHi: Ba: Ba}, Z(C1:03:03). 

这 就 是 公式 (8) 下 傈 数 的 翁 休 意义。 如果 基本 三 角形 的 顶点 
马 和 了 保持 不 动 (KE= ;1) 三 上 ,我 们 看 一 看 射影 座 标 的 变换 公式 
《8) 变 成 大麻 形状 ， 

因为 顶点 并 和 了 工 用 莅 座 标 系 的 座 标 是 和 (1:0:0)， 了 (0:1:0)， 
所 以 应 该 有 


一 


Ai: A2: As =1:0:0; Bi: B,: Bs=0:1:0. 
由 此 得 到 ; 4s=4,=0 和 Bi=B,=0. 
因此 ,在 所 研究 的 情形 下 , 座 标的 变换 公式 (8) 变 成 下 面 的 形状 : 
pz = 区 十 O12， 
PY = Bad + O02%, 《8 ) 
pz 一 (32. (4a*Ba2。Cs 尖 0) 


$ 54，、 用 射影 座 标 与 策 卡 儿 座 标 所 表示 的 同 素 变 换 
我 们 在 $ 52 万 证 了 明 过 , 场 o 到 场 %' 的 同 素 变换 可 以 由 这 两 
个 场 的 已 知 四 对 对 应 点 完全 俱 定 ， 
假定 ,在 和 平面 .上 建立 有 由 座 标 三 角形 XY2 与 单位 点 五 所 确 
定 的 射影 座 标 系 。 
在 平面 %' 上 建立 有 出 库 标 三 角形 X72Z 与 单位 点 五 所 确定 的 
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射影 座 标 系 。 

假定 场 2 和 ow"' 成 同 秦 对 应 ,其 中 场 外 的 四 个 点 芒 , 了 ,2 和 互 
所 对 应 的 凯 @ 的 四 个 向 ,这 四 个 丰 ， 我 们 用 六 ', 了 ,2Z" 和 来 表 
示 《 图 198)。 这 样 ， 已 知 的 同 素 对 应 下 被 四 个 对 应 点 对 互 ， 习 》 
工 了 3 2 3 BE' 俱 定 。 


图 198 . 


设 妆 是 平面 的 任意 一 点 ,而 六 " 是 它 在 平面 o 上 上 的 对 应 点 。 
我 们 的 目的 是 要 求 用 已 知 点 二 的 座 标 x,y,? 来 表示 变换 和 后 的 点 2 
的 齐 次 射影 座 标 元 , 2, 2。 为 了 这 个 目的 , 我 们 研究 在 平面 %' 上 由 
座 标 三 角形 XY'Z' 和 单位 点 E' 所 确定 的 齐 次 射影 座 标 系 。 用 x'， 
yx 表示 点 于 在 这 个 座 标 系 右 的 座 祭 ， 

因为 局 素 变换 不 倒 坏 一 炊 贺 形 的 四 对 对 应 元 素 的 交叉 比 ， 所 
以 点 如 关於 座 标 系 (XY2, 互 ) 的 射影 座 标 与 贴 羡 并 谎 座 标 系 (”， 
， 乡 , 五 ) 的 射影 座 标 应 该 相等 : 


因此 ,对 於 齐 奖 射 凡 座 标 可 以 寅 成 : 
WY 
或 者 : PY =7, py =Y, pz! =2. (1) 
另 一 方面 ,应 用 前 节 昌 射影 座 标的 变换 公式 到 座 标 系 (了 'Z'21， 


第 村 并 。 二 你 加 及 人 9 册 影 允 2 
如) 和 (XYZ, 上 上 ) 上 ,就 可 以 富 出 : 
pi= A + Pry + C2, | 


PY = da2: 二 Bey 十 (C22 9 
pz2= .432' + Bay' + C2 


(2) 


将 公式 (1 所 表示 的 座 标 ,yw ,> 代 人 上 上 面 的 公式 友 ， 我 们 得 
到 : 


PY = 4ar 十 Tay 十 (2>， 
pz 一 .44z + Bay 二 Ca2. 
这 鼻 : P=pp*, 
所 得 到 的 娃 果 可 以 敏 述 成 下 面 的 形状 : 
场 的 同 素 变换 可 以 用 齐 次 射影 座 标 的 线性 公式 43) 来 表示 。 
不 难 断 定 , 淫 命题 出 是 正 俱 的 : 
首先 研究 含 齐 次 射 影 座 标 的 次 贸 方程 式 是 芯 麻 形状 。 
含 齐 次 笛 卡 儿 座 标的 将 千 万 程式 形状 是 : 
十 N71 十 p65 = 二 0. 
按 前 凶 的 公式 (6), 从 第 卡 儿 座 标 8, 7 和 5 变 成 齐 次 射影 座 
标 ,我 们 得 到 : 
ME 十 N70 十 D5 二 els 十 579 十 cfz) 十 


pr= .15 Biy+ (C12, 
(3) 


taset bay toss) + (asz+ bsy+ css) 
==Mxr+ Ny+Pz=0. 
因此 ,次 禹 可 以 用 齐 处 对 影 座 标 的 一 次 方程 式 来 表示 : 
Met yt P=0. 
我 们 来 证 明 ,按照 公式 43) 的 和 粮 性 变换 , 直 禄 变 为 在线 , 也 就 是 
网 素 变换 。 
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因为 穆 性 变换 (3) 的 行 刘 式 4 不 等 於 雳 , 所 以 公式 (3) 可 以 就 
zy 和 2 求解。 

我 们 得 到 形状 类 似 的 线性 公式 : 

pr=AR+ By +0s, ABC 
PY = Agt + Pod + (027, 1d2B2Cs| @F0. (4) 
假定 在 平面 上 有 在 各 
3a7z 十 和 1 十 已 > 一 人 0， 

按 公 式 (4) 变 换 这 个 方程 式 ,又 待 到 关於 座 标 元 7,? 的 粮 性 方 
程式 : 

了 元 十 入 有 十 Pi=0. 

因此 ,所 研究 的 线性 变换 是 同 索 变 搞 ( 址 完 )。 

我 们 来 看 一 看 ， 场 的 同 吉 变换 用 佑 卡 名 座 标 什 麻 样 的 公式 表 
和 oo 

作为 普 泛 币 卡 儿 座 标的 射影 推广 ， 我 们 佛经 得 到 射影 座 标 的 
概念 。 完 从 同样 , 齐 次 射影 座 标 也 是 齐 次 第 卡 儿 应 标的 推广 。 齐 砍 
币 卡 儿 库 标 可 以 看 作 是 射 觉 座 标的 持 丈 情形 ,这 时 座 标 轴 OX。- 和 
OF 。 与 非 固有 站 各 XX 了 梅 成 座 标 三 角形 ( 较 195)。 

由 此 可 以 断定 ,如 上 虹 把 座 标 x yz 和 ,了 ,2 理解 为 点 邓 与 它 
的 对 应 点 站 的 齐 次 亩 卡 多 座 标 , 则 用 齐 次 射影 座 标 表 示 则 素 变换 
的 公式 (3) 和 (4) 仍 然 有 效 。 

从 公式 (3) 可 以 求 得 有 下 面 形 状 的 座 标 的 比 : 


.41z 十 六 十 C1z 
本 3 立 十 1 十 人 32 : 


这 1 已 


2 Asx mg 


要 从 齐 次 第 卡 儿 座 标 变 为 普 削 的 们 卡 儿 座 标 ， 应 该 在 这 些 公 


2 / 


Te Ey 


式 内 他 2=2=]。 
亦 古 得 到 : 


t= 


A1t 3- Pi 二 CO 
ol 
021 十 (六 | (5) 
dr By+0,° 

公式 (5) 是 用 稍 卡 见 尝 标 天 水 同 帮 变 席 。 从 这 些 从 式 下 

场 的 同 厅 变换 可 以 用 全 全 多 座 标的 分 数 织 必 : 测 灿 来 上 示 。 

应 该 指出 ,为 了 雄 定 同 示 变换 (5), 铝 要 知道 众 式 (5) 寿 当 徇 九 
个 傈 数 。 然 而 , 因为 这 些 傈 茹 ， 不 等 献 雳 的 ) 下 的 任何 一 个 可 使 等 
南 1 所 以 只 存在 傈 数 揭 八 个 红 , 它 们 就 可 以 俱 定 变换 公 直 (5)。 

如 上 虹 在 平面 下 已 知 轩 对 对 应 点 [ WiCa1, oa)，Ha(zo， 912)， 
Mr, ys). 总 的 的 对 应 时 和 91) M5 C25, 5)， 
Ms (vs, 9)， 的 座 标 代 和 大 公式 (5) 娃 ， 
我 们 待 到 八 个 方程 式 : 从 它 人 由 号 可 以 求 是 未知 的 变换 傈 数 的 比 。 

这 样 , 我 们 上 用 解析 方法 和 到 子 时 已 下 用 过 的 命题 : 吗 对 对 应 路 


决定 一 个 同 素 变 换 (3 721。 


”| 


$ 5S5， 司 紊 变换 的 二 重 元 素 

1， 我 们 来 研究 在 一 个 至 枉 于 的 十 个 册 2 和 w' 的 同 素 变 换 。 
这 算 峻 生 这 样 的 问题 :纪委 的 间 求 变换 是 否 在 在 二 和 东 元 炎 ; 也 就 是 
与 它 的 对 应 点 或 在 线 相 重合 的 点 或 在 绢 - 

假定 , 同 素 变 换 把 场 心上人 任意 选取 的 贺 京 8 变 为 声 *' 的 锦 束 
S"( 间 199). 堵 麻 称 束 S 和 利 、 下 同 素 对 应 如 药 对 应 穆 吏 , 因 了 而 是 身 
影 穆 东 。 贸 东 S 和 总 的 对 放射 和 变 点 属 记 一 个 二 葡 而 乏 。 我 们 性 
字母 来 类 示 这 个 二 次 出 积 


一 一 一 一 -一 - 


和 @ 看 有 昌 每 轩 的 站 全 点 中 任 亲 三 个 站 站 直 在 -- 失 直 名 上 。 
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我 们 知道 性 36》， 两 个 级 东台 公共 射 名 SS 对 应 在 点 六 切 才 
油 如 大 199 各 的 站 各! S'S"), 

现 仁 说 便 把 绿 呆 5S 下 作 是 第 一 个 场 @ 
的 红 束 ,开间 霖 变换 把 它 变 为 饭 必 的 -个 
对 悦 稳 汶 .7 

各 求 S'S” 和 在 辐 麦 对 应 宣 是 对 应 千 
束 , 因 曾 谍 该 是 射 沉 的 这 十 个 午 束 对 应 身 
缆 的 交 上 中 局 成 通过 点 上 辣 和 5S" 的 一 个 二 次 
明 绢 各 因为 王 绿 SS 对 应 花 点 5' 切 放 有 曲 

闻 199. 贸 庆 的 在 各 N"S'， 抽 时 我 们 断定 点 S" 在 

这 条 切 维 下 . 另 一 态 面 , 射 各 六 对 应 条 名. 因此 辣 应 恋 碟 
点 8 切 认 曲名 天。 

因为 二 次 曲 午 和 名 才 通 过 点 S, 所 以 洒 是 它们 的 交点 ,此 
外 ,它们 可 能 还 有 三 个 变 吕 @ 站 学 汪 PP.Q 和 有 R 塌 示 这 些 交 点 。 
我 们 来 证 明 交 点 了,@ 种 忆 中 的 得 一 个 宰 芋 同 素 变换 的 二 重点 。 

我 人 对 於 这 些 点 中 的 一 个 :例如 点 一. 礁 行 讨 芥 。 点 己 可 以 看 
作 是 射 各 SP( 牺 束 5 的 ) 和 SP 各 东 5S' 的 ) 的 安 点 ， 同 未 变换 把 
射 绿 SP 变 为 射 绢 S 己 , 记 衣 各 P 变 为 S"P。 因 此 可 以 说 , 射 绕 
SP 和 的 交点 已 对 应 它们 的 二 应 射 名 NP 和 S"P 的 交点 。 但 
是 和 后 而 这 两 条 射 称 也 交 於 点 已 . 守 以 点 三 是 自身 对 应 。 

三 个 以 上 的 二 和 到 点 ,例如 有 时 个 二 重申 ,其 中 任何 三 0 

一 条 站 和 绕 下 , 呀 然 是 不 可 能 的 , 四 为 契 这 和 入 有 形 下 ( 棋 据 $52 的 定 
。@ 两 个 二 次 曲 株 有 机 太 各 加 Be 四 区 如 时 它 个 有 天 全 交点 ， 旬 它 倘 应 
咏 重 合 (五 个 点 位 定 枚 -的 二 次 昌 纤 3 员 -了 而 ,很 宕 号 于 全 在 加 个 交点 的 雨 个 不 同 
的 二 次 曲 稼 的 例 闻 。 在 并 次 油 牺 瑟 作 记 和 司 基 汉人 下 点， 证 用 不在 丰 社 大 二， 也 不 在 所 


指定 的 四 个 点 中 任意 击 个 所 在 的 直 弥 -， 轨 守 下 到 第 页 个 点 ， 这 二 个 点 屿 可 以 玖 定 曲 
禾 帮 。 
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理 ) 同 素 变 换 和 的 声 @ 利 @ 党 让 这 ” 的 ,| 人 0 在 我 汪 的 讨论 坚 ， 兴 前 
不 这 样 假 这 。 

2 上 上 面 的 论 让 的 匡 俏 洽 革 盟 力 是 及 对 偶 不 开 为 很 据 前 ) 能 
使 我 们 断定 在 凯 心 和 入 的 况 半 对 度 旦 ,不 可 能 有 多 锥 三 条 的 二 宣 
直 称 。 这 些 让 委 通 然 二 一 种 玉 Po 的 记 

应 该 指出 ,在 曾 面 所 有 交 商 让 中 :我们 假定 同 素 变换 昔 的 对 应 
娘 束 (或 点 刘 ) 是 射 深 的 ,面相 各 注 模 的 ， 如 灯 再 假定 已 知 的 同 素 
变换 把 每 个 线束 变 为 它 的 渤 噶 和 炽 东 站 ， 期 不 难 断 定 近 种 闻 束 变 

事实 为 此 只 有 要 证 阴 已 竺 的 册 素 变换 有 中 心 (或 四 ) 就 够 了 。 
假定 4 和 二 是 对 应 点 节 ， 在 这 种 情形 下 , 控 芭 定 ， 对 应 入 东 \4) 
和 (4 ) 是 透 税 的 : 计 以 它 阅 的 太 射 织 4 自身 对 应 ,也 就 是 站 
娘 44 是 二 重 址 各， 这 覆 诬 葵 寸 率 点 对 的 所 有 在 绢 若是 二 重 让 
入 。 如 果 它 们 都 浙 过 间 一 个 站 、 则 同 素 变换 有 中心 而 所 要 求 的 已 
经 证 明 ， 因 此 我 位 假定 , 有 三 条 二 重 在 绢 直 寺 .和 CC 不 通过 
一 个 点 。 才 是 ,这 三 茶 在 委 检 防卫 佣 形 PQR， 它 的 项 点 (作为 二 乔 
直线 的 交点 ) 是 二 重点 (网 260， CC 
如 果 这 个 三 角形 的 任 全 一 个 当下 
有 二 重点 ， 则 (根据 斯 陶 持 定理 ) 
它 的 所 有 台 者 是 二 重点 ， 也 号 是 
所 研究 的 边 是 同 素 变换 的 轴 没 
定 丰 线 DD' 是 与 二 角形 PQR 的 
边 不 间 的 二 重 直 笋 ， 在 这 种 收 并 
下 ,直线 D 至 少 与 码 角 形 PR 图 200. 

的 一 :个 边 相交 於 不 与 这 个 三 角形 顶点 重合 的 一 个 点 了 ”有 三 个 二 
重点 R,7 的 相当 边 人 4 就 已 疗 素 变 执 的 轴 。 

因此 ,所 研究 的 同 未 变换 站 透射。 在 $ 49 汪 甬 夭 说 有 明 过 ,在 开 
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射 的 情形 下 ,对 应 场 有 至 蕊 二 重点 的 玫 积 透射 轴 , 它 是 二 重 直 
入 , 此 外 还 育 全 是 -- 重 直 瀑 的 独 束 , 它 的 中 心 是 适 射 中 心 。 透 射 中 
心 是 对 应 的 二 重点 . 

在 其 他 的 情形 下 ， 我 们 看 到 辣 堆 变换 不 可 能 有 多 俱 三 个 的 二 
重点 和 多 圾 三 条 的 二 重 址 绿 ， 

根 定 三 是 疗 索 变换 的 一 个 一 蔓 点 ， 我 们 来 证 明 迎 存在 -条 二 
重 直 和 乡 , 它 与 点 己 按 -- 定 万 式 了 关联 府 

我 们 研究 以 二 重点 乙 为 中 心 的 媒 束 《图 201)、 设 同 素 变 换 把 
射线 a 变 为 射 穆 二, 射 穆 也 变 力 六 我 倍 取 这 样 的 射 笋 4 和 .全 它 
们 不 和 自己 的 对 应 射线 重合 如 果 线 束 忆 的 所 有 射线 都 是 二 重 的 ， 
贡 已 知 的 同 索 变换 是 少 射 ， 缆 且 它 的 中 心 己 对 应 透射 轴 2 。 因 此 
本 到 我 们 的 网上 。 在 对 应 直 铬 4 和 nn 上 , 间 素 变换 中 定 雨 个 对 应 
的 射影 点 烈 。 困 为 两 个 点 鹿 的 公共 点 已 自 号 对 应 ， 所 有 这 十 个 点 
刘 是 透视 的 。 让 入 4141 和 .< 条 定 透 税 中 心 4。 


201. 


同样 址 线 B18B1 和 BBs 确定 址 刘 5 和 5' 的 透视 中 心 B， 
A=A1A' x AsAs, B=BB!: x BB:. 
我 们 来 证 朋 扯 和 线 40 三 了 是 过 应 的 二 重 直 和 线 。 用 字母 do 4; 
和 Bo,B6 分 别 表 示 直 绢 4B 与 射 徐 ua 和 5,b' 的 交点 。 因 为 点 4 
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和 Bo 对 应 点 46 和 B7, 淅 以 谋 神 4oBo 对 应 直 牧 46B6。 因此 这 条 
直 各 是 二 重 次 各， 这 样 就 证 明了 每 个 二 重点 已 和 某 条 二 重 将 和 娘 
?三 4B 相关 联 。 在 狼 束 书 的 对应 射 称 上 的 透视 点 列 的 透视 中 心 
(4, B,…) 在 二 重 交 入 ?上 。 

点 了 与 丰 贸 了 叫做 辐 厅 全 换 的 央 联 二 重 元 素 对 。 

3 现在 用 座 标 来 研究 二 下 元 素 的 间 题 。$ 54 的 公式 (3) 表 示 
员 在 已 知 同 素 变 换 夺 点 W(z. y, >) 的 对 应 点 的 齐 次 射影 座 标 
元 , 3, 5。 在 研究 同一 个 至 面 上 声 的 同 素 对 应 时 ,我 们 可 以 假定 雨 个 
座 标 系 是 重合 的 ， 

如 果 点 好 是 二 重 的 , 则 它 与 它 自身 的 对 应 点 了 L' 重合 。 在 这 种 
情形 下 ,如 果 假 定 


T=7X, WW=Y, =Z, 


旧 等 式 (3) 应 该 成 立 . 
於是 有 : p77 = r+ By + O12, 
PY = -or Boy+ Ca%, 
pz = dsr Bay + O32, 
或 : (4 一 Dj) 十 By 十 CO: 一 0， | 
Asz+ (Bpy+(,2=0,> (1) 


35 十 Bay 十 (C's— pz=0.) 
关 此 ,可 以 用 万 程 组 (1) 打 确定 二 重点 的 座 标 。 
这 些 方程 式 联 立 的 条 件 是 等 式 
让 一 六 C1 
4. Jsp703 =0, (2) 
A 0 
它 是 一 个 关於 2 的 三 次 方程 式 ,因而 有 三 个 根 , 其 中 可 能 有 相同 的 
或 者 虚 的 
把 方程 租 (2) 的 每 个 实 枢 代 大方 程 粗 (1)( 代 赫 Pp), 方程 粗 (1) 
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变 为 联 立 的 方程 组 ,从 它 就 可 惧 作 定 二 重点 所 对 应 的 座 标 9 。 

4. eh dit 

。， 在 同 素 变换 囊 ( 不 是 透射 ) 平 多 有 三 个 二 重点 。 
。 任何 同 素 变换 至 少 有 …… 个 二 重点 , 它 与 方程 式 (2) 的 实 根 、 
人 

3 。 每 个 二 重点 和 一 条 二 下 和 肯 绢 相 轩 联 。 

4 。 刀 果 同 素 对 应 有 三 个 “重点 卫 ., 及 旭 它 也 有 三 条 二 重 
直线 :三 角形 PQR 的 边 。 三 角形 PQR 时 做 同 素 变换 的 不 动 三 角 
形 。 

$ 506. 场 的 民 素 对 应 (办 素 变 摸 ) 

所 谓 两 个 声 的 慨 素 对 应 是 它们 元 素 关 的 这 样 一 种 一 一 对 应 ， 
其 中 : 

3) 一 个 场 的 每 个 点 对 应 另 一 个 声 的 一 条 直 稳 ， 

6) 一 个 场 的 每 条 直 义 对 应 中 一 个 场 的 一 个 点 ， 

B) 一 个 场 的 一 对 接合 元 素 寺 应 另 一 个 场 的 一 对 接合 对 应 元 
素 。 

应 该 注意 ， 遇 素 对 应 场 可 以 二 有 不 同 的 底 或 者 同一 个 底 。 从 
边 素 对 应 的 定义 就 可 以 推 提 与 第 三 个 场 成 民 素 对 应 的 两 个 则 必 彼 
此 成 同 素 对 应 。 

我 们 来 证 明 , 黑 素 对 应 具有 里 沉 的 性 质 , 也 就 是 要 证 阴雨 个 办 
素 对 应 声 的 对 应 一 坎 疗 形 是 身 % 的 
” ”假定 场 吕 和 ow' 成 办 素 对 应 | 阅 202) 我 们 来 研究 场 o 的 点 
列 s 与 它 在 场 号 上 伍 所 尘 应 的 竺 来 S 证 明和 绿 来 六 为 点 列 s 的 射 
影 形 。 为 了 这 一 点 ， 只 要 断定 站 列 s 的 每 四 个 调和 点 对 应 娘 束 8 


人 @ 汀 拉 沃 列 夫 的 射影 入 何 175 -182 笛 有 三 资方 程式 (2) 与 各 性 上 万 程 组 (1) 的 说 
规 讨 篇 。 5 
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的 四 条 调和 射 绢 忠 够 了- 人 能 宕 在 在 绢 三 有 四 个 油 和 类 4, B,0,D。 
於是 ,类 似 $ 48 所 作 的 那样 ,可 以 作 冠 全 四 角形 天 ZN 使 丰 统 。 
是 它 的 对 角 纺 ,点 4 和 了 是 它 疝 对 角 斥 骂 , 点 CC 和 了 是 对 角 各 5 与 


通过 第 三 个 对 角 义 点 民 的 一 对 对 边 的 交涉 。 


漳 202， 


按照 加 素 对 应 直系 * 在 玉 启 下 对 应 点 5S', 而 站 穆 * 的 四 个 
点 4, B,C,D 对 应 名 束 S' 的 四 条 射 狠 ,2 ed。 完 侍 四 角形 
KLMN 对 应 完 双 四 边 形 放 2， 巧 怀 对 应 匹夫 的 相互 从 属 关 傈 
应 该 保持 这 就 是 说 点 S 是 所 会 四边形 2 的 对 角 入 点 ,而 站 
狗 % 和 六 是 它 的 对 角 和 如。 证 架 0 和 过 是 对 角 线 点 有 与 第 三 条 对 
角 线 了 于 的 一 对 对 顶点 的 过 粹 ， 我 俏 知 道 ， 这样 的 四 条 射线 
(abcd 楼 成 调 利生 0 230 因此, 守 要 求 的 已 被 证 了 明 。 

加 样 窜 易 断定 ， 轴 求 对 应 到 有 共有 U 心 8 的 线束 变 为 与 它 射 影 
的 此 列 洒 事 实 上 上， 如果 各 束 S 5 任意 调和 红 3 相交 ,区 在 丰 绿 s 上 
可 以 得 到 透 祝 点 刻 。 在 如 志 对 应 时 .入 剖 的 绢 束 与 点 列 s 对 应 
透视 的 点 列 * 与 牺 束 SS， 和 但 是 我 们 已 深 三 朋 过 ， 点 列 s 为 乏 东 避 
的 射 觉 形 , 由 此 汤 定 简 东 襄 记 记 汗 刘 s 的 射 影 形 

现在 转 到 确定 如 素 寸 以 的 条 件 的 并 题 上， 我 们 未 证 明 下 面 的 
命题 : 
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如 果 已 知 丽 个 场 间 爱 素 对 应 的 四 对 对 应 元 素 〈 一 个 场 的 四 个 
点 与 为 一 个 场 的 四 条 对 应 将 强 ), 末 -利用 一 栋 罕 尺 @ ] 对 於 任意 一 
企 已 知 的 元 素 , 可 以 作出 它 的 对 这 元 素 。 

假定 场 名 的 由 个 上 4, 8,0,D 对 应 场 w' 的 四 条 次 各 a', b,c 
4《 图 203)。 设 已 知 场 名 芍 任 意 一 熙 下 ， 我 个 来 证 明 在 输 素 对 应 
疹 它 对 应 场 %' 的 一 条 确定 直线 妆 。 


203. 


引 直 入 40 和 BD, 标明 它们 的 交点 从 点 M 与 已 知 点 互 和 
C 联 直 牺 , 莫 且 标 出 志和 狠 B7 和 0.4 以 及 直 稼 CM 和 BD 的 交点 : 
BM xCd = 人， CNM XxX BD)=b. 
点 好 当 作 直线 BK 和 CL 的 交点 : 
BE x0OL =M. 
转 到 平面 吕 的 对 应 图 形 上 ， 我 们 有 四 条 直线 a', 5',c',d'。 标 
出 直 粮 4C 和 BD 所 对 应 的 交 吕 40) 和 (wd')。 通 过 点 (ao 和 
(6') 作 点 了 所 对 应 的 上 自 粮 了 .对 雁 穆 束 (a'e) 的 三 条 射线 a',c', 了 
作 第 四 条 射 比 忆 , 使 
(a'c fk) =(A0FEK). 
和 完全 同样 , 对 於 各 束 (5'4') 的 三 条 射 粮 5b", ,了 ' 作 第 四 条 射 
和 狠 志 使 
(b'a'f't)=( BDFL), 


人 @ ”也 就 是 作 直 娘 。 


[9 
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喜 是 点 (2N) 乔 Ko )， 在 平面 w 和 c 间 的 轩 素 对 应 人 里， 对 应 
直线 BK 和 CL, 

因此 , 泛 过 点 (5 和 (Co 中 的 直 各 mr' 对 应 直入 BK 和 0L 的 交 
点 1 。 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 对 擒 场 的 任意 直 娘 Pp, 可 以 作出 它 
在 场 w' 自 的 对 应 点 已. ; 

这 样 的 作 图 , 用 一 棚 直 斥 浆 可 以 完 公 实现 。 

再 转 到 个 别 的 回 素 对 应 的 猎 究 上 ,我们 检 详 纳 谈 其 中 的 一 种 ， 

就 是 所 谓 场 的 配 极 对 应 。 

这 一 章 的 以 和 后 末节 将 讨论 这 种 对 应 以 及 它 的 性 质 。 


$ 57， 极 点 与 极 穆 


1， 假定 在 平面 上 已 知 二 次 曲 义 丰 与 任意 点 己 ( 圆 204)。 过 点 
P 引 雨 条 任意 的 制 寻 48 和 C1 对 於 曲 线 大 的 内 接 四 角形 4CBD， 
应 用 巴 斯 加 定理 ,我 们 得 到 四 个 贴 应 该 在 已 斯 加 各 了 上 上 :对 边 的 十 
个 交点 (@ 和 五 ) 与 在 相对 顶点 的 切 穆 的 抽 个 交点 (4 和 )。 


我 们 也 可 以 把 四 角形 4B(D 看 作 是 完 双 四 角形 ,P,Q@ 和 RR 是 
它 的 对 角 入 点 ， 而 8K 足 对 角 入 :在 这 个 四 角形 的 边 :48 上 有 四 
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个 调和 点 :顶点 4, B, 对 角 独 器 了 ,这 及 边 48B 与 对 角 各 Rp 的 
交点 了 。 辐 样 在 0D 边 上 有 了 四 个 再 和 点: CD, 忆 和 G( 沁 40D 与 
对 角 各 了 的 奖品 ), 

从 上 面 的 繁 述 坚 ， 我 们 看 到 寻 应 器 卫 的 在 各 了 可 以 用 通过 贴 
了 的 一 条 荐 加 来 砍 定 ，。 事 实 上 ,我 个 利用 出 名 48， 坦 纺 了 被 十 个 
点 决定 : 1) 曲 缚 大 在 点 寺 看 点 性 的 皇 条 切 绿 的 交点 二 与 9) 点 P 
对 芍 点 4, B 而 言 的 第 四 调 利 贴 上， 因此 ,有 ?到 PM。 应 该 注意 ， 
制 称 CD 的 取 法 是 任意 的 ， 与 45# 无 天 。 问 时 利用 点 入 和 GG 也 确 
定 内 一 条 四 和 绿 p。 所 以 ， 利 用 源 过 点 书 的 旬 绢 来 俱 定 和 和 缚 了 时 与 ， 
宕 缚 的 取 法 无 天， 由 基 这 个 毕 故 ， 对 孝 内 接 於 曲 儿 大 而 且 有 点 己 
作为 一 个 对 角 牺 骂 的 任意 完全 上 电 角形 而 辣 ， 直 各 了 她 是 它 的 过 另 
两 个 对 角 缚 点 的 对 角 绢 

对 应 已 知 点 了 的 在 简 了 时 做 这 个 点 的 枚 各 ， 而 点 了 时 做 站 各 
了? 的 极点 。 
根据 上 面 的 理由 ， 可 以 作 由 已 知 点 尸 并 放 二 刀 曲 乡 大 的 概 粮 

的 下 则 各 种 定义 : 

1， 概 点 乙 和 通 法 低 点 的 人 访 制 称 与 曲 稳 大 的 雨 个 交点 的 第 
四 调和 点 也 (或 6 ) 的 轨 踏 时 做 报 织 ， 

2"、 标 义 2? 是 在 过 极点 盖 的 疙 的 大 个 端点 所 作 二 次 曲 入 的 印 
银 交点 的 轨 中 。 

3"， 在 内 接 族 申 线 大 而 及 以 撕 点 也 为 一 个 对 角 称 点 的 完全 由 
角形 襄 , 过 另外 两 个 对 角 乡 点 的 寺 角 稳 时 做 栋 粹 - 

很 明 题 ,从 极 绿 的 这 些 定 义 电 得 到 极 名 的 种 种 作 贺 法 ， 辟 如 ， 
通过 标点 三 引 南 条 任意 的 乔 称 .2 利 1CD, 作 点 组 48P 和 CDP 的 
第 四 调和 点 卫 和 1G : 

ABPEFY=((CDEQ)= 一 1 
直入 FG 就 是 所 求 的 夭 哥 72， 第 二 种 大 法 : 作 完 公 四 角形 


第 拓 间 天 国 形 的 里 曙 灾 的 2 


4BOD 芋 骨 求 对 角 绿 强 6 型 寺 入 和 2 就 是 权 红 p。 

已 知 和 在 绢 子 的 你 下 大 征文 为 及 在 绢 卫 作 标 徐 的 后 ， 

已 知 极 粮 厂 ， 欲 作 络 水 二 可 探 用 下 面 的 万 法 从重 线 卫 的 
任意 5 外 @ ] 点 亚 避 断 绢 上 的 局 和 玉 革 得 则 有 划 片 作 切 咎 的 联 竺 
48， 下 从 榜 雏 的 男 外 任意 入 进行 则 样 的 作 轿 , 我 个 得 他 另 一 条 
切 点 的 联 牺 CD。 痊 荐 李 由 六 坡 决 定 为 下 各 48 补 CD 的 交点 : 

Pe: .1B xCD. 

事实 上 ,站 己 的 标 绿 绽 汪 性 委 疡 = 入。 

已 知 蛋 称 所 对 应 所 路 的 儿 一 往 , 是 从 “十 个 不 则 的 极点 称 是 对 
应 十 个 不 同 的 杯 竺 ? 推 沁 的 下 雪 下 的 这 个 论断 芋 标 稚 定 义 的 推 
论 ). 

我 们 再 注意 三 角形 201 说 据 标 绿 的 定义 3 ,三 角形 PQR 
的 每 个 边 是 它 所 对 杭 点 的 你 入 人 竹 如 边 CR 是 点 己 的 杜 称 , 边 
EP 是 点 外 的 淹 绢 ， 边 PQ 计 沾 天 的 标 复 、 友 过 内 三 角形 POR 的 
顶点 是 它 所 对 过 的 德 器 这 怕 的 三 佣 形 昨 做 稻 二 角形 - 

2. 现在 转 到 下 而 的 阅 昌 二 :如 果品 在 三 次 昌 红 上 ， 于 坷 
苏 肚 样 的 丰 午 该 算 作 它 的 纺 翅 :7 

在 这 种 情形 下 桥 禹 攀 定 六 ; 是 
不 斋 用 的 ， 轩 为 对 於 和 下放 乔 浴 佑 辣 第 
四 调和 点 者 要 与 点 了 重合 ， 为 了 弄 清 
这 个 阐 题 ， 我 们 应 攻 定 义 2 

候 定 标点 己 在 曲 绿 … 上 通过 中 
ME 弦 书 妈 和 和 PD (网 3051 在 


庙 贴 是 由 sy 另 一 人 RS 上 Be 园 205. 
身 〈 点 汪 和 书 重 合 )。 竺 到 闻 样 ， 第 二 全 落 具 有 端点 忆 和 已 (点 C 


0 在 每 条 直 燥 上 存在 外 中 ， 岂 起 是 这 条 表 神 和 与 二 次 曲 钙 的 转生 的 灾 点 。 
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和 书 重 合 ;比较 陪 205 与 图 204) 在 WB 和 PP 的 切 燥 相交 於 点 六 3 
在 第 二 个 弦 的 端点 忆 和 书 的 切 禾 机 克基 点 YY 。 因 此 ，3 和 六 两 个 
点 都 在 与 曲 称 切 认 点 己 的 切 和 绿 上 . 这 条 切 税 况 六 就 是 定义 2? 完 及 
说 的 那 种 点 的 玖 四。 因此 当 点 己 人 位於 曲 闪 及 上 上 时， 我 个 把 这 个 昌 
大 的 极 稳 就 是 曲 穆 大 的 在 点 己 的 切 绿 了 。 切 基 二 次 曲线 大 的 直线 
? 的 标点 就 是 它 与 这 个 曲 狠 的 切 点 P。 

这 样 ,对 於 仔 何 位 时 的 已 知 点 或 已 知 次 各 , 建 立 了 它们 并 於 二 
次 曲 娘 的 标 铝 或 栎 点 的 构 念 ， 


$ 58， 配 极 对 应 与 它 的 性 质 

1， 裔 在 平面 @ 上 已 知 某 个 ( 非 变态 的 ) 二 次 曲 统 天 。 於 是 , 根 
据 前 一 季 右 所 说 的 , 场 扣 的 每 个 巾 P 对 应 确定 的 -条 丰 穆 p 一 一 贴 
P 了 的 专 牺 。, 反 过 来 , 矶 的 任 一 条 直 和 狠 P1 对 应 确定 的 一 个 点 Pi 
很 得 的 剑 点 。 

其 次 我 们 来 研究 下 面 的 配 标 
应 的 性 毁 ， 就 是 所 裔 著名 的 配 
汶 诛 则 。 配 极 原 则 可 以 敏 壕 为 : 

如 果 某 个 点 的 标 乡 通过 第 二 
个 点 ， 则 第 二 个 点 的 标 称 也 通过 
第 一 个 点 。 

配 梯 原则 的 正确 性 ， 用 下 面 
的 方法 就 可 以 证 实 。 假 定 ， 已 知 
沾 卫 的 枚 禹 2 了 通过 8 (图 206 )。 
我 们 来 证 明 在 这 种 情形 下 ， 点 Q 
的 称 绿 4 也 通过 点 已 。 泪 书 引 任 
意 割 系 了 48 夷 县 标 出 它 与 已 知 


诅 
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二 次 曲 娘 上 的 安 点 4 和 样 咎 点 4 和 点 到 ,地 雌 出 和 采 表 示 址 织 
4Q 与 明和 灶 开 的 第 二 个 安 此 ， 后 过 三 引 交 绿 PC , 划 且 用 乙未 表示 
它 与 曲 称 大 的 第 二 个 交 怠 。 凡 操 G8 57) 枉 穆 的 定义 3"， 完 至 四 角 
形 4BCD 的 对 边 应 该 相交 讼 六 於 点 了 稳 各 了 的 点 。 这 个 四 角形 
的 边 4C 与 标 线 了 交 截 点 由 ， 所 以 它 的 对 边 BD 诈 也 与 榜 粮 7 了 交 座 
同一 个 点 入、 也 就 是 BD 湖 注 中， 出 此 我 们 得 到 @ 是 完全 四 角 
形 4BCD 的 对 角 弥 点 然而 .这 也 就 是 这, 点 @ 的 称 各 7 通过 四 角 
形 4BCD 的 另外 坪 个 对 角 乡 涉 
因为 对 角 缚 怠 中 的 - .个 是 己 , 所 以 在 线 9 通过 点 (证 完 )。 
应 用 配 棚 原 则 ,我 个 可 以 潍 行 下 看 的 作 较 。 


网 207 , 208. 

假 钥 在 二 次 曲折 外 的 外 党 有 有 一 和 个 申 (加 207)。 於 是 从 中 PP 可 上 从 引 这 价 曲 结 的 滞 
条 切 粽 。 我 合用 字 伺 全 和 了 了: 来 开 于 这 站 切 缚 的 切 点 。 切 强 折 三 PTa 是 切 点 Ta 的 
极 粮 。 同 样 , 切 粮 12 二 忆 7。 是 节 四 了 的 树 强 因为 栋 加 三 和 大通 尘 点 王 ， 所 以 人 点 
已 的 ) 极 线 沁 应 荡 遂 过 点 了 和 个。。 这 读 我 个 得 到 了 树 粮 的 作 盎 法 、 极 糠 是 从 极点 P 
所 作 切 称 的 切 点 联 迷 。 

反 过 来 ,利用 这 种 性 质 可 以 人 

咒 有 二 次 曲 络 加 (已 画 出 与 宕 从 部 的 … 个 点 忆 : 图 208),。 我们 利用 三 条 划 乡 P414B， 
PCD 和 PEF 来 作 点 卫 的 禄 各。 棉 绢 2 pg 角形 4BCD 和 ODEN 
的 对 角 综 点 开 入。 极 煌 MAN 与 遇 先 此 的 奖 点 就 是 从 已 知 点 P 所 作 切 续 的 切 点 工 ， 
和 了 yo 
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2 根据 配 标 原 则 ， 我 位 训 已 各 王 可 对 安保 持 匹 素 的 接合 性 ， 
也 性 是 在 丰 绿 4 上 的 点 已 对 床 注 寺 包 点 的 手 名 人 了。 因此 ， 配 标 对 
应 满足 虹 素 对 应 定义 竖 所 敏 述 的 汪 有 条 件 $56)。 

间 时 配 榨 对 应 具有 对 合 徇 舍 总 这 种 性 质 从 企 卡 与 栎 结 的 害 
义 本 身 语 可 以 推 旺 。 如 晴 加 了 对 志 极 和 名 2 了，, 反 过 玉 , 各 了 也 对 应 
点 已 。 所 以 ， 场 的 配 极 变 换 与 它 前 道 变 换 芷 售 。 这 可 以 用 正面 含 
符号 的 恒等式 表示 : 

N= 
这 媒 几 表示 场 到 它 自身 的 配 德 变换 ,而 扩 ! 表示 它 的 逆 变 换 。 

雨 次 应 用 配 极 变 换 就 可 以 得 到 怖 等 的 场 ， 也 就 是 它 和 的 所 有 元 

素 保持 不 变 。 用 符 蕊 的 形式 叮 记 类 示 成 
中, 日 王 放 一 1， 

事实 上 ,点 己 经 变换 必 后 变 为 在 经 ?， 当 作 第 二 个 变换 时 , 声 
的 直入 汪 变 为 点 已 所 以 场 四 的 怎 个 匹夫 卜 为 它 自 身 。 

因此 ， 配 栓 对 底 是 器 素 对 应 : 翡 及 用 有 有 对 全 的 虱 贤 。 

从 极点 与 标 镶 的 定义 我 个 和 介 ， 人 慌 在 禄 点 属於 二 次 曲 烷 大 站 
是 同时 极 舟 右 於 这 个 曲 各 的 情形 下 它们 闻 是 
接合 的 ， 斌 世 我 们 能 够 定义 建立 点 与 直 绿 关 
配 标 对 坊 的 芷 全 烛 积 为 : 在 自己 标 粮 上 的 
徐 点 的 妆 吕 或 授 法 自已 弥 点 的 鳞 粮 的 包罗 
禹 ( 阅 209 ， 

3， 根 搞 妆 些 理 由 ,我 们 可 以 扩大 配 标 对 
应 的 概念 ， 赐 号 是 塌 坊 变 为 它 自身 而 且 具 有 

加 209. 对 合 性 加 区 就 是 丽 =1) 的 每 个 与 素 变换 
可 以 看 作 是 配 么 变换 。 至 岭 基 本 “ 式 曲 绿 太 可 忆 利 用 上 面 所 说 的 
接合 对 应 元 素 对 来 定义 。 旭 炒 在 师 元 对 应 其 没 有 和 自己 极 和 绿 接 合 


的 权 点 ， 我 们 拒 说 涉 本 二 欠 晤 名 六 是 虚 的 ， 作 为 这 一 类 配 极 对 应 
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的 例子: 我 个 窗 在 一 看 在 护 呈 个 成 正安 对 尽 指 看 煌 与 平面 的 礁 影 。 
首先 注意 .上场 名 的 熙 与 0 
站 各 间 的 配 么 对 应 ， 利 yy 


用 从 任意 中 心 02 投 党 的 / -一 人 NN 
方法 .可 以 变 为 把 的 址 # 
和 线 与 在 面 基 的 孔 杯 对 
应 。 这 从 任意 把 前 中 心 
0 问 塌 o 的 元 素 作 投射 加 210. 
(图 210), 就 很 容易 断定 这 上 旦 已 怠 的 站 避让 为 把 0 的 站 加 (2')， 
而 场 w 的 直线 卫 变 为 所 0 交 和 站 re， 在 把 Q 课 ， 我 们 得 到 在 
糠 (2 ) 与 在 面 :) 的 配 标 对 应 反 过 床 , 用 符 面 加 截断 又 可 以 将 把 
灶 的 在 绢 与 奉 面 的 对 应 变 为 地 到 点 与 在 绎 的 对 永 。 

假定 把 0 的 次 线 与 和 芷 而 的 配 语 对 应 用 下 面 的 方式 确定 。 把 
的 每 条 将 各 p 对 应 型 下 於 它 的 往 面 下 。 把 的 每 个 竹 面 x' 对 应 下 
次 於 它 的 站 铝 广 ; 这 样 ;在 反 虹 就 建 开 了 正当 与 于 面 的 正 交 配 权 对 
应 9 。 

用 平面 吕 将 把 闻 截断, 在 富商 @ 下 我 们 就 得 到 牛 与 直入 的 配 
极 对 应 ， 事 实 卡 ， 场 的 仁 个 下 了 对 应 做 定 的 在 各 了 。 直 妹 P 可 
以 用 下 面 的 方法 来 作 团 。 引 并 各 了 Q 寺 yp', 张 且 放 在 面 x' 上 Lp'。 於 
是 p=x' Xx%, 

显然 ， 直 和 统 卫 对 应 点 己 ， 抽 中 已 可 以 从 相反 的 作法 求 得 。 放 
是 ,就 有 场 台 的 点 (与 在 绢 15 人 的 配 梅 对 应 ， 这 时 ,是 然 是 不 存 
弄 和 自己 标 加 也 接合 的 点 已 ,所 为 浊 线 7 不 能 虹 蕉 正直 谎 它 的 下 
面 一。 由 此 推 待 在 这 种 情形 天. 芷 太 二 实 昌 和 弥 是 错 且 线 。 

我 们 还 需 指 内， 个 志 变 为 让 机 的 每 个 加 索 变 换 B 可 以 想像 是 


全 共 种 对 应 旦 配 权 的 ; 因 流 写 是 沁 达 元 迷 的 回 未 对 应 蓝 且 具有 对 全 性质 。 


人 Ry NN 


同 素 变换 K 与 配 杠 变换 上 的 各 

事实 上 , 南 个 械 素 变换 的 税 绝 是 同 索 安 换 ,因为 这 时 点 首先 变 
为 直 称 (第 一 个 届 素 变换 ), 然后 这 条 在 乡 再 变 力 点 (第 二 个 如 素 变 
换 )。 同 样 在 雨 灵 屡 素 变换 之 彼 , 让 线 变 为 直 缚 。 根 据 这 个 我 们 可 


以 写 出 。 
R .N=K. 


现在 再 作 变 换 几 ;於是 ,将 有 
R.n.n-R.rm-R-K.n 
也 就 是 R--R .hl (证 先 )。 


$ 59， 点 列 与 物 东 的 瑟 极 共 坦 元 案 的 对 合 


1， 假 定 在 平面 上 有 二 次 出 各 ,天 礁 它 建立 了 点 与 直 妹 的 
配 梭 对 应 。 在 这 个 对 应 中 ， 点 刘 ; 的 点 对 应 绢 束 3 的 次 税 。 我 们 
已 经 说 明 过 ,对 於 每 个 红 素 对 以 \ 56)， 线 束 S 与 它 的 对 应 点 烈 


是 射影 的 : | 
S(a, b,c, As(A, B,CO,...). 


所 以 ， 模 入 的 入 来 和 对 应 的 术 吕 的 中 别 且 射 对 应 的 ， 
现在 我 们 引 太 配 标 对 应 的 长 怖 元 素 的 概念。 如 果 雨 个 点 ， 北 
中 一 个 在 另 一 个 的 极 穆 - 上 ， 就 记 它们 上 几 做 共 一 点 。 
同样 ， 如 果 雨 条 直 牧 ， 
蔷 中 一 条 通过 另 一 条 的 标 
点 ,把 它们 也 叫做 共 醒 直 穆 。 
从 共 二 的 定义 竺 到， 已 
知 点 PP 的 共 瑟 点 ， 应 该 在 它 
的 桂 乏 了 -上 。 另 一 方面 ， 标 
牧 了 的 每 个 点 @ 与 点 已 共 
束 ， 因 为 这 个 点 的 标 绿 4 通 
辆 211， 过 PP (图 211)。 同 样 ， 通 过 
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标点 已 的 所 有 让 名 者 是 已 知 交 名 了 的 葵 王 直 义 。 

疫 有 场 的 任意 直线 s( 贺 212)， 这 条 在 绿 的 每 个 点 4 对 应 同 
一 条 在 线 3 上 的 唯一 的 Q - 


在 元 点 .这 样 的 是 ,是 然 
是 点 4 的 标 线 a 与 直 乡 
s 的 交点 4'。 因 为 共 园 
是 十 个 点 (或 雨 条 站 各 ) 
的 相互 性 持 ， 所 以 点 4 
对 应 共 琶 点 4 〈 汞 且 极 
和 线 w 通过 点 4 )。 这样， 
在 直 闪 s 上 得 到 共 瑰 点 较 212. 
的 对 应 。 不 难 断 定 , 这 种 对 上 是 对 合 对 应 ， 实 际 ; 点 刘 4( 在 直 弥 
s 上 上 ) 射 影 对 应 标 缚 的 线束 “" (共有 中 心 S )， 另 一 右面, 极 统 的 银 
东 4 透视 於 点 列 4 在 注入 、 上) 所 及 点 列 4( 在 艳 笋 s .上 ) 射 影 
对 应 点 刘 4( 在 直 如 > 下》， 毕 让, 我们 已经 知道 点 4 和 于 的 对 应 
是 相互 的 ,由 此 我 们 扒 待 共 枉 点 对 4 入 构 成 对 合 。 

不 难看 出 ， 这 种 对 合 的 一 币 吕 号 在 强 s 与 基本 二 次 曲线 的 
交点 羡 和 了 . 事实 FEF， 点 入 的 衣 各 + 是 曲名 让 在 点 了 的 切 各 。 
因此 它 与 次 各 s 的 妆 串 就 是 束 六 ， 所 以 ， 帆 古 自身 对 应 ， 对 庆 第 
二 个 交点 工 也 可 以 这 样 褒 
明 

从 地面 的 签 壕 可 知 ， 
出 称 大 在 每 条 上 星 线 s 上 建 
站 了 共 趣 点 的 对 合 。 如 果 
< 将 穆 * 与 曲 穆 大 安放 两 个 

图 213. 回 (如 图 212)， 天 这 种 对 
合 是 双 曲 型 对 合 。 如 果 在 狗 * 不 与 曲 铝 上 相交 (图 313), 则 是 椭 硕 
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型 对 会 ， 内 为 在 这 种 情形 下 对 合 
汉 有 二 重点 。 最 和 后， 如 果 直 各 s 
与 二 次 曲 弥 大 机 切 〈 几 214)， 刚 
是 挑 物 型 对 公 < 在 最 后 的 情形 下 ， 
涉 刘 5s 的 任意 点 部 对 应 切 趾 他 。 
网 214. 例如 ， 这 条 站 午 的 点 4 对 应 通过 
直 贸 s 的 切 熙 六 的 重 入 4 1 其 秘 处 4 与 吕 下 重合 。 

队 上 所 有 的 级 渡 才 有 ， 在 汉 < 二 站 二 卡 的 对 合 的 二 重点 可 以 
看 作 是 属於 址 各 s 与 曲 绿 大 的 全 ， 按 对 合 的 类 型 ， 可 以 刊 断 这 样 
点 的 存在 或 站 牺 * 与 曲 穆 的 让 凡 位 咯 。 加 果 曲 和 贸 三 在 下 加 ss 上 
所 确定 的 对 合 是 双 曲 型 对 合 ， 划 应 穆 s 与 曲线 开交 放 雨 个 点 。 如 
果 这 个 对 合 是 抛物 型 对 合 , 由 赵 织 与 曲 综 大 相 切 ， 最 和 后 ,在 椭 略 
型 对 合 的 情形 ,次 绕 s 与 用 乏 节 没有 公共 中 ， 在 基 和 后 这 种 情形 下 ， 
我 们 也 可 以 说 直线 s 与 阵 经 大 的 殊 点 是 碟 点 。 这 总 是 椭圆 型 对 合 
的 看 二 重点 ($ 34)。 

2， 点 烈 * 上 共 地 点 的 对 合 七 偶 地 对 应 稼 东 S 个 共 斩 直 粮 的 
对 合 。 

设 有 和 线束 3《〈 图 212)。 这 时 线束 的 每 条 直线 “ 对 应 同一 个 铭 
束 的 唯一 的 共 二 直 红 w%。 图 212 表明 它 的 作法 。 我 们 得 到 线束 8 
的 共 珀 直线 wa' 的 对 合 。 这 个 对 合 的 二 重 直 妹 是 从 点 5 到 基本 二 
次 曲线 大 的 雨 条 切线? 
和 2%# 。 事 实 上 ， 切 线 z ， 
通过 作为 直线 2 极点 的 
切 点 开 。 因 此 在 缚 > 与 
自身 的 共 琵 直线 重合 。 人 
关於 切 绪 y 也 同样 ， 如 “一 六 
果 点 S 在 外 部 ， 则 从 它 出 215. 
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到 曲线 大 可 以 避 雨 条 切 纵 如 也 212)。 在 这 种 稍 形 下 , 绿 束 $ 的 共 
吏 直 称 的 对 合 是 双 曲 型 对 合 。 如果 点 S 在 Qa’ 
则 和 铝 下 网 215)， 则 在 这 个 站 的 切 系 > 
对 应 统 束 的 所 有 让 绿 。 因 为 从 作 了 加 法 知 
道 (岂可 以 从 配 仅 对 应 的 相互 党 : 原 旭 得 人 到)， 
直 绿 4 的 你 点 4 在 让 经 ”上 因此 共 棍 
直线 “=S4 与 让 绿 * 各 个， 三 此 我 们 推 
得 在 线束 & 昌 共 琶 直 粮 的 对 合 基 抛物 型 对 
合 。 
最 后 我 们 来 研究 点 S$ 在 内 部 的 情形 。 A 
在 这 种 情形 下 ， 狠 东 S 的 共 熏 次 禹 的 对 合 加 216. 
没有 二 重 直 焰 ， 因 为 不 在 在 从 点 3 到 曲 入 上 的 实 切 千 ( 邮 216)。 
这 是 椭 因 型 对 合 。 
也 像 对 直线 * 上 共 呈 点 的 对 合 -- 样 ， 在 线束 83 的 中 心 在 内 部 
的 情形 下 ,可 以 说 从 器 全 昌 经 大 的 可 笋 是 诊 丰 和 线 , 牙 县 是 缚 东 8 
训 共 地 直线 的 棋 图 型 对 合 指 虎 二 重 直 入 。 


$ 00， 含 射影 座 标的 二 次 曲 穆 方 程式 

十 个 射影 一 次 牺 束 对 应 射 贸 交 吕 的 轨 蹄 是 作 二 次 曲 和 或 二 次 
点 刘 。 

在 槛 成 轨 点 的 射影 各 来 成 朋 砚 的 特殊 情形 下 ， 二 次 曲 和 缚 耸 解 
为 雨 条 直入 ， 如 朱 用 二 次 让 经 从 解 成 的 十 条 直达 作 座 标 三 角形 的 
十 个 边 , 例 如 边 作 了 2Z 和 六 ZX， 弄 这 十 条 次 绪 的 齐 次 射影 座 标 方程 
式 应 该 是 

二 0，、 y=0. 
[因为 下 别 有 : 1=0 和 d= 澄 考 $$ 53)], 
所 以 ， 能 耸 解 为 在 绿 对 的 二 次 曲 绢 方 穆 式 可 以 表示 为 下 面 的 
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.Y=0. 

这 就 是 能 分 解 的 二 次 曲 
名 舍 齐 次 射 及 座 标的 最 兰 方 
程式 

现在 我 们 来 研究 构成 二 
次 曲 氏 的 雨 个 牺 束 是 -* 般 身 
演 称 东 的 情形 . 

用 字 人 二 了 革 和 了 表示 构成 

国 217. 曲 夭 的 射 党 粮 束 的 中 心 。 假 

定 第 一 个 粮 束 的 直 穆 AT 对 应 第 … 个 入 东 的 在 穆 忆 ,而 第 二 个 缚 柬 
的 直线 了 X 对 应 第 一 个 往 束 汐 让 各 所 月 学 有 各 素 表示 直线 如 和 
ty 的 交点 。 

取 四 ,了 Y 和 Zz 三 个 点 作为 座 标 三 角形 的 顶点。 显然 ,这 三 个 点 
不 能 在 一 条 直线 上 . 

在 二 次 曲 粮 上， 取 与 构成 曲线 的 恕 束 中 心 卫 和 了 不同 的 某 个 
巾 作为 单位 点 。 题 然 点 上 不 能 在 座 标 三 角形 的 边 上 。 

用 字 坪 刀 表 东沙 面 上 任意 加 ”用 字 坪 如 和 六 ,天 示 第 一 个 
绪 东 的 射 各 XE 和 X 与 座 奈 -角形 对 边 也 的 灾 点 。 同 样 ， 用 
字母 已 和 1 表示 第 二 个 烷 束 的 射线 了 8 和 了 21 与 对 边 志 的 交 
点 。 

如 果 点 到 属於 射 肛 缚 东 ( 天 !(Y ) 听 构成 的 二 次 曲 各 ， 则 第 
一 个 线 东 的 四 条 射 称 民政，X 二 ， XZ，XT 的 交叉 比 应 该 等 於 第 二 
个 穆 东 里 四 条 对 应 射线 了 TAXTZ 的 交叉 比 (3 38) 

逆 命 题 也 是 正 俱 的 :如 果 圭 面 所 说 的 交叉 比 相等 , 则 点 六 属於 
点 马 , 了 ,至 与 切 牧 线 和 志 所 砍 定 的 二 次 曲 如、 

因此 ， 上 面 所 说 的 交叉 比 的 相等 是 点 下 局 候 已 知 二 次 曲 乏 的 
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必要 且 充 分 的 条 件 。 

我 们 用 射影 座 标 来 娄 示 这 个 条 件 

四 条 射 称 的 交 义 正 愉 AAA. XY) 可 以 用 和 它 相 等 的 透 
视点 刘 航 四 个 点 的 安 叉 比 (Vb27 洒 表示 ， 

同样 ,第 二 个 穆 束 全 四 和 革 对 名 的 灾 义 比 可 以 表示 为 : 

FMTYE,Y N.YZL = B,XZ). 
因此 , 妆 义 比 的 等 式 可 起 类 水 成 下 面 的 形状 : 
CBAG NY yy ke 

注意 ， 括 号 守 的 式 邓 是 中 训 的 射影 康 标 : =(MyEyZX), 
六 二 (六 ss27), 我 们 可 以 宫 旨 :9 =- 涝 : zy 一 1 二 0。 这 就 是 
二 艾 曲 销 的 射影 座 标 方 穆 式 

变 为 齐 区 射影 座 标 ， 也 就 是 ， 信 史 = 二 ， 凡 = 二 我们 得 到 售 
齐 谱 射影 座 标的 二 次 曲 入 最 简 方程 式 : 


zy 一 22 一 0. 


$ 61. 含 齐 次 射影 座 标 的 一 般 二 次 方程 忒 研究 
在 这 一 季 和 伍 , 我 们 来 研究 一 般 二 次 方程 式 
QZ2 十 ts212 十 Gas 二 20 十 Sri2s13 十 203127 一 0， (1) 
这 臭 的 x,y,z 交 示 下面 上 的 流动 射 彩 座 标 。 

耕 面 上 沛 是 这 个 方程 式 的 点 集合 由 做 二 冻 代 数 曲 入 ,这 样 ,所 
引进 的 二 次 申 各 概念 的 加 究 旺 明 它 是 尽 前 我 们 常常 使 用 的 作为 二 
个 射影 铝 东 对 应 射 牺 交 由 执 跻 的 二 驻 曲 各 ( 二 广 点 刘 ) 定义 的 扩 
展 。 

闻 时 研究 射影 平面 上 的 灾 点 和 虚 点 我 们 就 得 到 二 次 曲线 概念 
的 扩展， 

为 了 这 个 目的 ， 我 们 将 射影 本 面 夺 的 点 看 作 是 由 三 个 齐 次 射 
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影 座 标 (zx : :2) 决 定 的 ,而 这 些 座 标 可 以 有 不 同时 等 座 适 的 任意 
窗 数值 ， 如 果 琴 个 点 (zi:1:31) 有 HT2;92;22) 合 序 等 式 


SO 
72 Yo Zs 


则 它们 袖 看 作 是 重合 和 的. 

题 然 ,平面 上 点 的 射影 座 标的 这 样 扩展 的 定义 ,包括 我 们 以 前 
所 研究 的 平面 了 对 应 三 个 实 慌 的 时 有 实 吕 ”人 倡 是 另 一 方面 ， 现 在 
我 们 也 把 上 庶 点 合 傍 在 一 起 ,这 些 硕 点 对 应 复数 座 标 4z:%:2) 而 且 不 
存在 三 个 实数 (zo:yo:zo) 满 足 条 件 : 


dP 
XX YY 22" 


因此 ,我 们 应 谈 把 二 次 代 数 曲 穆 理解 为 满足 二 诡 方 程式 (1) 的 
所 有 实 点 与 虚 点 的 集合 。 

在 前 一 季 夺 我 们 从 襄 明 过 ， 利 几 射 影 粮 东 所 得 到 的 二 六 曲 燥 
可 以 用 齐 次 射影 座 标的 二 次 齐 次 方程 式 来 表示 、 因 此 ， 这 些 曲 牺 
包含 在 一 般 方 程式 (1) 所 表示 的 几何 立 形 吕 。 然 而 ， 从 以 后 的 研 
罕 我 们 将 会 看 到 ， 如 果 我 个 在 八 完 射影 平面 上 涨 足 方 程式 (1) 的 
实 点 时 间 时 也 作客 这 样 的 瞄 哑 ， 于 麻 方 程式 (1) 还 包含 另外 的 内 
何 图 形 。 

我 们 的 阅 题 是 任 求 方程 式 ( 1 ) 所 侵 定 的 二 次 曲 娘 的 所 有 类 
型 9 。 

为 了 这 个 目的 ,我 们 利用 能 记 扩 程式 (1 化 为 最 简 形 状 的 座 标 
变换 方法 。 

I， 假 定 , 二 次 代数 则 名 至 少 有 帮 个 实 点 。 我 们 来 证 明 ， 在 这 
种 情形 下 它 是 二 次 点 烈 , 或 者 是 不 同 的 或 是 重合 的 直 株 对 。 


本 此 引 加 本 完 二 六 es 程 处 Bo hr 从 到 时 种 天 它 二 ,Depentagat ) 数 


第 下 便于 交加 月 的 射 邓 立 岳 251 


用 二 次 曲 独 的 坝 个 实 中 伟 为 肉 标 三 角形 的 顶点 和 了 。 和 在 这 
种 情形 下 ,点 和 (1:0:0) 和 10:1:0) 的 座 标 应 该 满 吓 曲 各 的 方程 
式 〈1)。 把 这 些 座 标 代 人 省 答 的 一 般 瑚 程式， 则 应 有 : an=0， 
a22 一 0。 所 以 昔 针 太 程式 应 该 让 下面 的 形状 : 
as33s2 十 2001227 二 23 十 203s122 一 0。 (2) 
其 天 ， 进 行 保 桂 座 标 二 罚 形 项 点 和 工 不 变 的 座 标 变换 。 为 
这 个 ， 我 们 利用 53 的 共 访 58 个 ， 丰 这 些 公 式 避 他 C3==1, 牟 
然 ,这 庄 不 影响 它 的 一 般 疆 ,下 座 标 变换 公式 收 写 成 下 面 的 形状 : 
pr= A py = Lisyit( ss) 02 一 5 (A1e B20). 
代 换 方程 式 (2) 的 座 标 ，% :以 科 ,我们 得 到 二 次 曲 入 合 新 射影 应 
祭 的 方程 式 : 
as322 十 200124 ly 02) By + Cas) + 
十 20423i .127 十 (22)2 十 20312( A1+ 012)=0 


或 者 : 
220 53 十 241201(2 十 05 二 24810 40 地 各 2412d1852 十 
+y22 » DBoi ts is 十 2 2a102+ a31) =0., 
下 而 分 十 种 情形 能 亿 完 - 
1) es 天 0， 这 时 可 以 分 


人 中 《+ ul 


i Nh 
而 曲 如 方程 式 共 有 下面 形 杖 : 
Pasi :200.110 :0. 

这 些 Psst 1 22af a 215101 

如 内 地 0, 划 可 屋 分 22.11B2= 一 了 ,而 昌 稳 万 积 式 江 戌 为 下 
面 的 形状 : 
也 就 是 二 次 涉 刘 。 

叉 如 果 呈 =0, 划 外 名 丰 在 式 变 为 工 而 的 有 开拓: 

=0. 


一 1 二 0， 


人 .a 


因此 ,是 站 绕 对 。 

2) at 一 0。 在 这 种 情形 下 ,方程 式 (27 有 下 而 形状 : 

<(Uas3s + Disa F317) =0. 

显然, 它 吉 示 直 红 对。 在 特 妹 的 情形 上 下， 当 ‘24 = 二 a431=0 了 肝 ,这 
两 条 直 和 缚 重合 。 

如 此 ,我 们 已 经 证 明 如 虹 二 类 卫 绢 育 诊 个 实 点 , 则 它 是 二 其 点 
烈 , 或 者 是 (不 同 的 或 重合 前) 在 绿 : 

II， 我们 再 研 究 另 一 种 情形 ， 号 是 二 头 曲 和 灶 只 有 一 个 实 点 或 
完全 没有 实 点 。- 大 程式 :十 估 -= 所 玫 叶 的 此 入 可 以 作 力 种 -类 
油 狠 的 例子 , 它 只 有 一 个 座 标 激 L8:0:1) 的 交涉 。 我 们 可 以 证 朋 只 
有 一 个 实 点 的 每 个 二 次 旺 绿 方 王 式 琵 能 化 为 还 样 的 形状 ， 

这 样 的 曲 牺 可 这 好 作 是 族人 分 解 碟 安 礁 实 中 的 虚 丰 各 对 。 而 这 
个 点 也 是 这 种 曲名 的 路 一 实 串 

方程 式 .十 六 二 2 一 0 
所 裴 示 的 曲 各 可 怪 和 作为 完 仿 没 和 于 串 的 曲 独 的 例 对 ”这 个 曲 妹 的 
所 有 点 都 是 虚 的 

现在 我 们 可 下 刘 举 一般 闻 程 式 ( 1) 轩 基 示 的 二 奖 曲 娘 的 六 有 

有 下 刘 的 无 种类 型 : 

1) 二 次 串 刘 (实际 不 能 分 侣 的 二 诡 曲 各 于 形 * 曲 燥 )。 

2) 一 对 不 同 的 实 下 如. 

3) 一 对 重合 的 灾 企 绿 ， 

4) 一 对 相交 放 实 黑 税 看 在 阁 。 

5) 四 一 些 碟 站 区 稀 坟 的 入 上 席 曲 积 ， 


SS 62， 耐 京 
在 第 四 章 里 (二 共 曲 纵身 洒 王 洽 ) 我 半生 和 终 使 用 过 点 歼 与 株 床 
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构成 二 次 辐 形 (二 次 点 到 与 二 站 线 东 )}。 在 研究 二 闪 曲 面 的 射影 的 
构成 问题 蛙 ， 除 了 所 提 刘 的 一 次 
立 形 外 ， 汪 又 使 用 和 镶 束 、 国 放 ， 
我 们 讲 一 讲 面 束 的 父 义 引 与 答 种 
一 次 图 形 的 射影 对 应 概念 是 育 用 
的 、 

我 们 示 全 窜 面 束 s ‘a. 6. 7， 
5,…)， 用 任意 平面 0 把 它 浇 浙 
(图 218)，, 我 们 得 到 千 东 S (a.b, 

&.…)- 这样 的 绢 束 刀 做 面 来 的 阅 218. 
泛 视 线束 ， 面 束 * 重 四 个 和 下面 的 交 义 比 我 们 将 看 作 是 等 於 它 的 透 
视 狠 束 S 由 四 条 对 应 和 直 粹 的 安 义 比 : 
[wx = 一 (xped ). 

显然 交叉 比 的 值 与 做 不 面 的 位 次 优 并 、 事 实生， 任何 其 他 的 
截 下 面 of 和 已 知 面 束 的 哉 这 十 利 绿 束 8 透 税 的 午 束 S$', 因为 这 古 
个 恕 束 是 平面 9 有 有 | o" ee lie 对 应 的 对 应 娘 束 , 透 税 同 素 对 应 
的 中 心 是 直线 5 上 上 的 住 意 点 S。、 特 别 是 可 以 取 垂 直 截 影 (垂直 状 
面 束 朝 的 )。 其 是 交 多 比 可 以 用 而 束 : 平面 所 成 二 面 角 的 平面 角 正 
Soa: Coprs) A es. 

用 和 直线， 截面 东 s*, 竺 到 它 的 过 税 点 列 : 

ul(A, 了 BC 天 sa 57 5 pp)。 

通过 直线 羡 作 焉 面 ar , 草 有: 

(ABCD) = tbed) = (apBrs). 

因此 ,我 馈 淖 到 , 面 束 * 居 四 个 至 而 的 交 尺 比 等 於 它 的 透 祝 点 
天 羡 式 对 应 品 的 交叉 于 - 

起 交 尺 比 慨 念 推 广汉 看 来 就 可 以 定义 任意 责 个 -次 图形 〈 点 
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烈 , 粮 束 ， 面 来) 的 身影 对 应 。 

琶 个 一 灰 网 形 的 站 过 鲁 民 -一 一 村 庶 ， 此 中 一 个 加 有形 的 由 个 天 
素 的 交叉 于 狗 尝 堆 另 一 个 个 图 卢 策 J 轩 个 对 应 元 帮 的 交 去 的 变 久 比 , 这 种 对 
应 就 时 做 射影 对 应 。 


$ 63， 二 次 锥 砍 与 二 次 面 划 

假定 在 琅 耐 吕 上 有 二 奖 昌 容 虹 5519) 从 平面 @ 外 任意 点 
S 向 曲 称 下 的 证 有 点 投 纶 谍 汶 ,而 有 投射 全 加 的 集合 时 做 二 次 
振 而 ， 面 投射 让 称 对 做 猴 面 的 
于 绢 

我 们 空 易 汤 定 ， 一 直 稳 不 
是 锥 面 的 伍 各 ， 它 与 准 面 的 交 
点 不 能 多 八 两 个， 事实 上 ， 通 
过 这 样 在 绢 与 洽 面 厦 点 8 的 于 
面 不 能 与 雏 太 安 讼 多 截击 条 的 
母 各 。， 因 上 下， 将 各 与 锥 面 的 交 
点 不 能 多 於 十 个 。 

加 219. 其 次 ， 我 们 来 施 明 对 擒 二 

次 曲 娘 已 推 得 的 某 些 定理 ， 可 应 电 作 二 次 锋面 的 对 应 定理 构成 的 
根据 。 

璧 如 ,在 338 嚼 从 经 证 朋 过 ,从 二 诡 明 入 上 上 基 雨 点 (例如 Si 生 
S52) 问 二 次 曲 竺 的 点 投射 直 义 ,可 以 么 到 丽 个 射影 狗 束 、 从 中 心 5 
〈 雏 面 的 顶点 ) 问 这 十 个 线束 投 司 而 , 题 然 尝 得 色 两 个 射影 面 东 ， 
它们 的 珊 是 锥 面 上 通过 和 粮 束 中 :3 尽 绿 (在 名 S51 和 SS2)。 刀 时 
4 是 曲 入 的 点 , 则 射 各 Si 和 和 在 射影 入 东 S1 和 Ss 自 是 对 
应 的 。 网 样 , 至 面 SS14 处 1SSs 在 届 彤 面 束 S11 SSs 豆 是 对 应 
的 。 我 们 看 到 ,射影 面 束 SS1 和 S5z 的 对 应 平面 相交 於 雏 而 的 尽 


一 一 一 -~ 


入 S4, 因 此 , 冻 有 : 
三 坎 徘 潭 的 仁 织 是 证 个 昼 这 识 求 对 应 平面 的 交 扫 ， 而 然 面 的 
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任意 两 条 导入 可 以 全面 来 的 细 

另 一 方 研 : 

四 在 一 个 下 面 上 的 下 埋 启 关东 梅 城 一 个 二 次 外 面 。 

事实 上 ,用 8 类 示 吉 各 咎 让 和 交 釉 的 灾 站 ,这 十 个 而 束 与 任意 在 
面 咯 的 战 有 影 是 一 对 射 谤 引 束 ， 它 们 的 由 必 是 已 知 是 未 鸭 四 与 平面 
的 交 弗 Si 和 NS (网 20 强 末 st 和 La 在 在 面 上 梯 艳 二 次 遇 
入 下 。 射 迪 晨 来 SS 和 的 填 这 平面 变 生 通过 曲 穆 大 的 点 与 点 
Ss 十 个 面 束 的 于 的 艾 呈 与 下 ， 这 些 址 训 枯 成 有 顶点 8 与 遂 
入 于 的 二 次 锥 面 (证 完 ) 

在 特 殖 情形 下 ， 已 知 的 对 党 面 来 可 能 是 进出 的 ， 这 就 是 说 它 
们 投射 作为 它们 公共 哉 澎 
的 同一 个 午 束 ， 例 如 ， 信 
定 有 二 si 和 sz 的 隔 求 汉 
射 平 面 品 地 的 同一 个 粮 京 
S (a,b,c,.…) (220), 
这 时 投射 的 耐 束 的 炳 1 不 i 
sz 池 过 中 心 汪 。 很 阴 题 ,所 
求 的 面 束 51 和 sz 对 应 纹身 
交 各 的 轨 足 是 中 绿 束 Sa 5) 和 | 酒 过 面 束 轴 s1 厦 1 ss 的 平面 rr 
上 所 有 起 神 租 成 ， 钱 匠 号 让 域 生 湘 0 自身 对 应 ， 因 为 第 一 个 面 束 
的 平面 sts 对 应 第 二 个 本 来 的 起 而 823。 

因此 ， 和 在 两 个 透视 而 求 的 消 形 个， 二 来 煞 而 外 解 为 两 个 相 曾 
(®@ 和 0 ), 

2， 上 胃癌 到 一 般 的 情形 ;219;， 如 杂 我 们 侠 究 在 季 面 下 
构成 二 次 田 入 大 的 射 哆 猎 束 妆 刷 1sa 我 们 知 洲 这 南 个 穆 束 的 公共 


A 
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射 穆 对 应 在 线束 中 心 的 切 绿 - 例如 , 射 狠 NS:( 看 作 它 号 第 一 个 铝 
束 的 射线 ) 对 应 在 第 一 个 经 束 , sa 的 急 绪 1 当 从 雏 而 质点 5 
投射 时 ,就 得 到 第 二 个 面 束 竖 的 a Si, 这 个 平面 是 第 一 个 面 束 帮 
在 面 SS15s 的 对 应 孙 面 ” 剑 绿 Ns 是 切面 对 雏 面 的 - 相 切 各 ”， 从 
ee 这 宣 扒 这 出 来 的 论据 可 以 推广 到 出 娘 
的 所 有 是 和、 考 是 题 然 也 可 以 扒 广 芭 二 葡 雏 面 . 因此 可 以 说 : 

二- 条 栅 能 作 一 个 切 醒 。 

二 次 曲 狠 所 有 切 秉 的 集合 柳 成 一 个 二 次 娘 束 人 493)。 当 从 刍 
面 的 顶点 8 向 二 次 线束 控 射 时， 就 得 到 二 次 而 束 。 

山下 面 关 岭 二 次 色 
面 切面 的 袋 壕 ， 我 们 可 
忒 作出 下 面 的 条 论 : 

二 次 雏 面 的 切面 楼 
成 一 个 二 次 面 束 . 

用 下 面 的 方法 可 以 
得 到 二 次 面 束 的 射影 构 

刘 | 221. 造 ， 我 们 灾 研 究 平 面 wm 
工 的 二 次 线束 (图 221). 它 吉 以 利用 称 束 虹 任 意 雨 条 直 锭 上 的 雨 
个 射影 点 列 枯 成 ， 设 这 十 条 在 缴 是 直 绿 和 82 由 中 心 $ 向 点 刘 
51 和 | sz 投射 ， 训 得 到 县 有 公共 忠心 S 但 在 不 同 平面 上 上 (就 是 在 平 
面 34S 和 szS 上 ) 的 两 个 射影 线束 ， 因 兆 有 : 
SUN DSS SB,,.…). 

这 十 个 黎 束 捍 的 对 应 射 架 对 所 确定 的 平面 ， 也 就 是 焉 面 
S414，, SBPiBs 构成 一 个 二 闪 面 束 ， 因 为 其 中 每 一 个 都 从 中 心 5 按 
射 二 次 梨 束 的 相当 让 和 纤 。 

所 以 在 不 同 革 面 -而 其 有 公共 中 心 的 十 个 射影 统 束 构成 一 个 
二 次 面 束 。 


—— -- 一 -一 一 一 -一 -一 
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以 上 所 有 繁 述 灯 肯 ,使用 对 影 方法 ,可 以 把 二 次 点 列 避 二 汇款 
束 的 性 质 移 到 二 次 锥 面 或 二 次 向 束 上 。 

特别 是 ， 玫 於 二 次 曲名 内 该 坟 角形 的 巴 斯 加 定理 (图 219) 与 
关於 二 次 曲 乡 外 切 六 沁 形 的 布 利安 又 定理 ， 对 旗 二 次 雏 面 成 为 下 
面 的 形状 : 

1>， 二 次 煞 面 的 作 意 内 接 术 而 形 9 机 对面 的 三 条 交 粮 在 一 个 


2 ， 通过 二 次 锥 面 的 仁 意 外 切 六 面 形 相对 和 夸 的 三 个 平面 相交 
在 一 条 直 和 绿 上 。 

3， 现 在 我 们 在 对 偶 原 理 的 观点 下 求 研究 二 次 锥 面 与 二 次 面 
束 的 构造 。 我 们 知道 平面 与 在 如 的 把 (根据 空间 对 偶 原 理 ) 是 点 与 
直 娘 的 场 的 对 侦 形 。 因 此 按 对 偶 原 理 ， 和 下面 上 的 二 次 点 列 与 二 次 
稳 束 相当 于 面 与 直 千 的 所 宣 的 竺 些 炙 何 阅 形 。 假 定 在 平面 上 有 
一 个 二 次 各 束 。 我 们 知道 红 束 的 直 如 在 其 中 任意 雨 个 固定 的 次 各 
上 构成 雨 个 射影 点 烈 ， 根 说 车 代 原理 ， 底 属 认 在 面包 的 押 个 射影 
点 刻 , 对 应 底 扇 於 点 0 把 的 中 心 ) 的 两 个 射影 面 束 ， 介 是 ,我 们 知 
道 ,这样 雨 个 面 束 的 交 牧 构成 次 锥 面 ， 饼 是 ,二 坎 锥 面 是 二 次 贸 
束 的 对 偶 图 形 。 

其 灵 ， 我 们 再 来 研究 平面 中 上 的 二 次 曲线 .。 从 曲 粽 上 的 任意 
两 个 固定 点 3 和 52 阿 有 各 车 的 点 投射 ， 我 们 就 得 到 两 个 射影 入 
束 。 按 对 偶 原 理 , 平 醒 扣 的 贴 S1 和 sa 对 应 通过 把 中 心 0 的 在 面 
cx 利 oz。 而 平面 上 上 的 射 攻 各 束 51 和 Ss 对 应 属於 把 0 且 在 三 
面 cx 和 cz 了 的 射 迪 绿 束 ， 介 是 ,我 们 知道 ,这 样 的 十 个 射影 绿 束 
构成 一 个 二 次 面 束 。 因 此 二 次 面 束 是 与 二 次 曲 粽 (二 次 点 烈 ) 成 对 
偶 形 的 厅 何 图形 。 

这 样 就 作成 点 与 直 乡 骨 正 的 二 和 丈 图 形 和 平面 与 直 牧 把 于 的 二 
@@ 在 1 与 名 的 假定 中 所 说 的 入 册 形 是 各 面 都 通过 锥 面 顶 点 S 的 大 面 形 。 
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次 贺 形 中 间 的 对 偶 天 傈 。 
此 外 ,我 们 可 以 研究 点 与 直 绢 的 场 \ 或 平面 与 让 加 的 把 ) 本 身 
元 素 间 的 对 偶 并 傈 。 
在 这 个 观点 下 ,我 们 知道 ,，- 头 田 禾 对 应 二 次 线束 。 
显然 ,在 平面 与 在 绢 的 把 中 ,二 次 面 束 该 对 应 二 次 欠 面 。 


$ 64. 二 次 坎 效 碍 面 的 射影 构成 

1， 前 一 他 各 已 你 说 朋 沪 ;机 开 一 个 平面 (因而 相交 ) 的 两 个 
射影 面 束 楼 成 一 个 直 教 曲 
面 -一 一 二 浆 雏 面 ， 这 虹 自 
然 会 发 生 一 个 加 题 ， 就 是 
贞 轴 写 灾 又 直 各 《也 就 是 
不 在 一 个 斑 而 上 的 址 嫌 ) 
的 雨 个 射 曙 醒 束 能 得 到 撮 
各 闪 何 固形 

假定 有 两 个 射影 面 
束 , 它 倍 询 轴 sa 和 1 sa 不 在 
一 个 平面 上 (图 222 )。 第 一 个 济 束 徇 年 个 任 耐 wx 对 应 第 二 个 面 
束 的 平面 cy。 我们 未 研究 已 知 襄 虽 列 对 应 和 全面 C1 和 cs 交 入 的 轨 
路。 这 个 束 踏 具有 下 向 的 性 卫 : 

二 任意 平面 4wJ 与 它 相 天 它 二 实 曲 仅 。 

事实 上 ,平面 (oo) 与 射 风 而 训 ma 和 #2 相交 成 雨 个 射影 线束 
S1 和 92。 

这 十 个 穆 束 的 对 应 射 积 ( 例 41 sizl 和 4) 通 过 平面 4c ) 与 所 
研究 的 轨 踏 () 玄 的 丰 精 的 交点 1)， 因 此 这 些 交 点 (4) 构 成 二 次 
曲 牺 。 

在 特殊 情形 下 ,如 果 符 面 所 注 过 已 知府 个 面 束 的 一 个 轴 ，, 例 如 
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5 居 二 次 明和 结 分 解 为 一 对 直 深 ， 就 是 秽 5 与 平面 o( 在 这 种 情形 
下 局 於 面 束 *) 和 亲友 ss 区 a 


AA A 


实际 上 ， 过 这 条 撒 绢 作 任意 平面 ， 这 个 平面 与 宦 委 的 轨 跻 相 
变 於 二 其 曲 绿 ， 因 此 .已 知 上 绢 与 所 全 完 的 轨 黑 的 交点 也 就 是 丰 
米 与 这 个 二 天 曲 绢 的 安 对 ， 甩 是 的 交点 不 能 多 藤 琴 个 。 

如 果 已 知 直 负 与 二 次 昌 导 有 三 个 公 苹 中 邯 麻 就 是 襄 , 曲 嫁 分 
mnt 所 以 已 知 直 各 信 部 局 大 
所 研究 的 轨 踊 。 上 上 面 所 坎 的 汪 积 娄 骂 的 性 质 输 出 了 把 它 对 做 二 次 
直 志 曲面 的 祖 据 

2， 为 了 进一步 研究 这 类 册 面 的 性 质 , 我 们 再 回 到 图 222。 假 
定 用 字母 4 利 | wa 来 坟 出 于 影 面 束 各 sa 所 楼 成 的 二 次 碍 狗 
曲面 的 三 条 直 妹 (这 轻 】 在 这 名 请 形 下 ,至 面 对 sat szu3 sl 82013 
sltl2, 82U2 是 对 应 不 面 寺 四 AT 23 表示 平面 ssv，saxl 和 sz 
与 柑 绕 51 的 安 点 ,而 用 个 ) 2， %2 慌 示 至 面 situ s121, stts 与 直 穆 s? 
的 效 点 。 於 是 浆 有 : 

TEAX1A2， ra==YI72， ?oO1O2. 

点 列 了 了 5 2 … 而 束 #2 透 帘 ,同上 蛙 点 刘 也 了 Ys，，2Zs,… 与 
面 束 5 透视 。 但 面 来 x; 和 xs 是 射影 的 ， 因 此 点 歼 saCRi， 1 
2 和 sa(Xa Ta 2 …) 沁 是 射影 的 ， 於 是 有 : 

二 次 六 入 昌 面 的 侠 各 \. ,v2,… ) 与 射影 面 束 的 轴 (s1 和 s2) 
相交 成 南 个 射影 点 刘 

S1(R1, Yi, AT se 人 2 了 as, Ga). 

从 得 出 这 个 命题 的 论证 泪 生 就 可 以 断定 它 的 这 命题 的 正确 
性 : 

如 果 有 十 个 射影 同 庆 (Xi, Tu 2 … ) 和 ) 和 (zz Zs,…) 它 们 
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的 底 是 交 尺 直线 ， 则 联接 这 十 个 点 列 对 应 点 的 直线 是 二 次 直 图 曲 
面 的 母 穆 。 

事实 上 ,把 点 列 (X1, 卫 ,21,… ) 和 (了 2, 了 2, 22,… ) 投 射 成 有 轴 
s 和 1 的 雨 个 面 束 ， 我 们 得 到 : 

82( 82K1, S21, 820L1, *** )AS1(812, $1Y 2, $122,'**). 

因此 就 有 柳 成 二 次 直 科 曲面 的 十 个 射 觉 面 束 ， 这 两 个 面 束 的 
对 应 平面 相交 评 直 粮 XXX Ti 212 …， 这 些 直 和 粮 就 是 二 欢 曲 
面 的 母 粮 。 

应 该 注意 ，、 雨 个 射影 面 束 对 偶 地 对 应 两 个 射影 贴 刘 。 因 此 我 
们 有 雨 种 互相 对 偶 的 上 三 法 构成 二 次 在 较 曲面 : 用 射 有 江面 束 和 用 射 
影 点 列 。 

3， 现 在 我 们 更 详 罗 研究 二 次 直 术 曲 面 挟 粮 的 性 质 。 直 粒 曲 
面 的 任意 雨 条 母 乏 wt 各 题 然 不 相交 ,因为 ,在 相反 的 情形 下 , 它 
们 就 要 在 一 个 平面 上 ,因而 直 绿 $1 和 sz 也 要 在 一 个 平面 上 ， 这 与 
我 们 的 假定 矛盾 。 另 一 方面 ， 我 们 已 经 知道 ， 每 条 母 稼 与 雨 个 轴 
51 和 sz 相交 於 射影 点 刘 的 对 应 点 

设 某 条 直 穆 s 与 二 次 次 科 曙 面 的 三 条 母 各 (例如 《ur 和 4s) 
相交 。 在 这 种 情形 下 ， 顽 加 与 曲面 有 三 个 公共 点 ， 因 而 它 的 所 
有 点 都 属於 曲面 。 我 们 水 证 明 让 很 * 与 直 孝 曙 面 的 所 有 母 称 都 相 
交 。 

母 乐 44,11, us,… 与 直线 51 和 ss 交 於 十 个 射影 点 列 

(Xi1, Yi, 21, ) 刷 民 和 2 Yo, Ga) 

的 对 应 点 。 

把 这 两 个 点 列 投 射 成 具有 公共 轴 = 的 十 个 平面 束 。 我 们 得 
到 : 

s(K1, V3, Li) A SEX Yo Lo, + ) 
但 是 上 面 所 襄 的 十 个 面 束 有 三 对 重合 的 对 应 元 素 ， 就 是 下 列 


人 
的 入 而 对 重仓: 
A 8SX1= ss， 
在 面 $1 512 二 人 而 sn 
和 六 sz 生生 842== 和 拉面 542. 
因此 ,出 斯 陶 特 定理 可 以 推 得 其 除 的 对 应 下 面 对 岂 应 该 重合 。 
任意 母 绿 后 与 直线 s1 和 82 安 失 射影 点 刘 的 对 应 点 。 用 生丝 中 
有 Us 求 表 示 这 些 对 应 趾 ， 挫 臣 , 按 已 经 证 得 的 结果 ,平面 sa 和 
Us 应 该 重合 , 因 趾 在 织 训 ;与 是 加 ss 相交: 
这 样 ， 谋 绿 s 与 在 议 庙 面 的 所 有 人 母 强 者 相交 牙 且 它 的 所 有 点 
就 都 是 曲面 的 点 。 
杰 支 在 织 s, 使 它 在 自 当 的 任何 位 证 恒 与 曲面 的 三 条 固定 母 氏 
4, U1 V2 相安 ， 这 时, 像 上 而 ! 卫 蓄 明 的 , 站 各 5 的 折 有 点 融 在 曲面 
下 ,北上 且 与 曲 南 的 所 有 二 积 中 突 
因 邱 可 以 说 ,变动 在 妹 * 式 们 就 得 到 直 科 曲面 的 第 二 租 全 稳 。 
我 们 来 证 明 第 二 和 组 泽 绪 \*) 与 第 - * 钥 的 每 雨 条 母 各 (例如 和 
和 ?wa) 相安 於 射 影 点 刘 的 对 了 放下， 假定 ， 第 二 组 母线 (s) 耸 别 与 府 
各 4 相交 於 品 了 ,了 1, 和 2 ， 与 在 绿 9 相交 於 点 了 ,了 , 了 s,…, :与 
次 委 ws 相交 於 点 2 2 2 …。， 把 点 则 于, 下 1, 了 2,… 投射 成 有 有 轴 
ui 和 22 的 十 个 侧 束 。 这 上 如 我 们 得 到 : 
点 则 (人 ,和 1 六 2，… 大 阿 束 sa WiX1 41 了 2 …)， 
点 则 (六 ,六 1 2 天 陡 末 ?aaoX rat wa )。 
田 此 可 见 , 面 束 2 昼 672 是 射 亚 的。 
男 一 方面 ;平面 ?7 和 2 苍 吕 与 特 各 712 安 谎 处 2， 
21, 2:,…。 央 此 有 : 
点 齐 4Z, Z3. Zr 天 而 束 VW 入 1) 
同样 
训 风 (了 ,了 ,了 2 … 1 太 全 束 to 1 
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由 此 推 得 点 列 ( 了 ,Ta 7 ) 和 (2, Li. 22,… ) 是 射影 的 ， 

ptt a 的 盐 元 曲面 的 射影 档 成 的 意义 上 ， 
起 着 同样 的 作用 。 

刚才 所 作 的 讨论 答 予 我 们 一 种 构成 二 次 直 米 曲面 的 新 方法 : 

设 有 不 相交 的 任意 三 条 站 各 :>， 岗 定 这 些 直 穆 , 意 及 研 
灾 动 直 粮 *， 这 条 直 和 乡 在 移动 中 的 计 的 iT -各 信忠 常 与 三 条 固定 站 各 相 
交 。 这 时 动 直 娘 s 画册 二 次 在 救 曲面 

再 癌 到 二 次 直 教 曲面 侠 各 的 间 题 上 ,我 们 可 以 证 明 , 同 一 租 的 
任意 雨 条 母线 可 以 作为 确定 已 知 庙 纹 曲面 的 射影 面 束 的 轴 。 

事实 上 ,一 组 的 任意 雨 条 母 乏 不 相安 ,但 是 与 另 一 组 的 所 有 母 
糠 都 相交 。 咎 一 组 母 乏 与 已 知 十 条 姓 驾 交 直 射影 点 列 的 对 应 点 。 
由 此 可 知 ， 已 知 雨 条 母 刹 是 检定 所 研究 的 二 欢 直 烙 曲面 的 两 个 射 
影 面 束 的 加 ， 

其 灵 , 从 二 砍 曲 面 母线 的 性 质 推 出 : 

通过 曲面 的 每 个 点 有 每 组 的 一 条 母 缚 。 

譬如 , 按 二 次 址 较 曲 面 的 定义 , 它 的 每 个 点 开局 大 第 一 组 母 迷 
(例如 , ui)。 假 设 这 条 母 各 的 巾 半 对 应 在 同一 租 的 某 条 其 他 母 名 
〈 例 如 , wz) 上 的 点 必 〈 在 第 二 得 母 绿 在 腻 线 w 和 wz 上 所 建立 的 射 
影 对 应 台 )。 放 是 ,直线 好 好 ' 就 是 第 二 租 的 储 加 (证 完 )。 

4 我 们 已 经 知道 任意 簿 面 @ 与 二 次 直 和 较 曲 面相 交 成 二 次 曲 
稳 。 如 果 和 平面 @ 还 通过 曲面 的 一 条 苹 各 ， 旭 它 还 要 包 偏 男 -- 租 的 
一 条 母 各 (就 是 第 二 个 面 束 虹 和 它 对 应 的 平面 与 它 相交 所 决定 的 
那 条 母 娟 )。 所 以 ,在 这 种 悄 形 下 “一头 曙 和 统 分 解 为 一 对 直线 。 在 这 
种 情形 下 ， 我 们 把 符 面 呈 时 做 六 芹 、 

从 二 次 将 税 曲 面 的 仿 射 性 资 守 瑚 ， 二 次 兰 才 幅面 可 以 下 成 雨 
类 。 非 固有 奉 面 是 截面 的 开 种 册 而 时 做 党 荣 双 齐 而 \ 图 > 23)。 与 
非 固 脸面 相 切 的 邦 积 则 面 如 做 发 公 曲 谤 物 面 (图 224), 


阅 223. 图 224， 

在 双 曲 抛物 面 的 恼 江 ， 作 为 切面 的 非 固 有 有 竺 面 与 曲面 相交 内 
不 同 租 的 十 条 母 乏 。 我 们 用 4,, 和 s,, 来 表示 这 雨 条 母 绿 。 一 和 组 
的 所 有 母线 都 与 直线 xx 相交 , 赔 时 男 一 组 的 全 各 都 与 直 娘 so 相 
交 。 这 就 是 说 ,第 一 租 的 所 有 母 午 平行 认 通 过 4 的 同一 个 平面 。 
完全 同样 第 二 租 的 所 有 疆 强 举行 於 通过 s.,, 的 间 一 个 年 面 。 我 们 
和 常 利 用 双 曲 抛物 面 母 线 的 这 个 性 质 来 作 它 的 模型 。 

如 果 51 和 52 是 不 平行 於 桩 面 吕 的 雨 条 交叉 直线 (也 不 在 在 面 
5 上 , 轿 224), 则 可 以 用 丰 线 、: 和 sz 作为 一 组 的 母 儿 。 与 直入 si 
有 1s2 都 相交 屯 且 与 玉 面 9 下行 的 直 如 4, 4s,… 可 以 看 作 是 另 一 
和 组 母 委 。 不 难看 出 ， 第 一 和音 的 度 线 2 是 和 三 条 固定 直 义 (si, ss 和 
玫 面 0 的 非 固 有 直 
娘 ) 相 交 的 直 铭 。 

要 做 双 曲 抛物 
面 ， 也 可 以 利用 
四 面体 A458CD (加 
225), 

毕 实 上 ， 把 四 
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面体 的 答对 秋 48 和 DD 分 成 等 数 个 部 分 ， 用 直线 联接 对 应 从 点 。 
我 们 街 刍 的 在 笋 11, 22. 33, 红 .55.… 就 是 一 和 组 母 绿 。 这 是 由 帮 所 
有 这 些 直 罗 平 行 讼 与 直 名 -i 痕 丰 20 求 行 的 平面 r。 完 全 同样 , 利 
用 四 面体 的 各 对 秋 4D 和 B05， 证 取 作出 第 二 租 母 各 ， 这些 屋 粮 平 
行 於 与 相好 48 和 CD 平行 的 下 而 0'@ 。 


$ 65， 用 两 个 瞄 泰 对 应 的 把 构成 二 次 曲面 

在 第 五 章 豆 信纸 研究 过 鸯 苹 峭 的 同 夫 对 应 及 避 素 对 应 的 间 
题 。 点 与 在 委 的 场 对 借 地 对 应 平面 与 在 稳 的 把 。 因 此 类 似 於 场 的 
射影 对 应 ,我 何 可 以 研究 在 面 -与 在 名 的 把 的 间 吾 对 应 及 如 索 对 应 。 
在 这 一 凶 瞄 我 们 将 要 说 明 从 博 个 担 的 黑 迷 村 应 圭 至 二 次 曲 别 的 构 
成 .在 十 个 记 的 情形 下 :它们 的 江 厌 对 应 可 以 丢 述 成 下 面 的 样子 : 

1 第 一 个 把 的 每 个 和 平面 对 访 第 二 个 取 的 一 条 直 引 ， 而 第 二 
个 把 的 每 个 平面 对 应 第 一 把 的 - -条 宇 各 ， 

92， 一 个 把 的 接合 元 索 对 .对 应 男 一 个 把 的 接 介 元素 对 . 

在 把 的 罗 索 对 应 咽 ; 坟 像 场 的 办 案 对 应 一 样 ,任意 十 个 对 应 的 
一 次 图形 是 射影 形 , 

假定 我 们 有 耳 个 强 案 对 应 的 把 ， 它 人 的 中 心 是 S 和 8。 旗 是 
一 个 把 的 每 个 平面 对 应 另 一 个 把 的 一 条 许 梁 ， 

我 们 求 研究 局 於 把 S 和 5" 中 一 个 的 生 面 与 它 所 对 应 的 直 绢 
交点 的 要 足 .。 

首先 注意 ,这 个 轨 踊 可 以 用 博 种 大 法 作出 : 

1) 可 乌 研究 把 的 在 面 与 它 在 把 5" 昌 的 对 应 直线 的 交点 . 

2) 可 以 研 兴 把 S 的 让 绿 与 它 在 记 S 家 的 对 应 平面 的 交点 。 

我 们 来 证 明 ,在 这 丙种 特 形 下 ,我 们 得 到 的 是 同一 个 轨 忠 。 


@ 建 溢 芷 者 当 作 如 题 来 研究 用 这 各 并 下 从 已 知 西 面体 可 以 得 到 内 租 不 辣 的 丰 灿 
挑 物 面 。 
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事实 和 ， 假 定 第 一 个 招 的 竺 面 a 对 应 第 二 个 论 的 在 和 ww。 用 
4 我 示 它们 的 交点 ‘ 邮 226)， 在 
粮 S4 是 第 一 个 把 的 射 织 ， 我 个 
用 字 祭 4 来 表 它 ， 在 第 二 个 把 涡 
对 应 射 铝 4 的 耕 面 用 字 民 we 长 
示 。 因为 射 各 4 由 零 平 面 十 
以 入 面 a' 局 谎 射 旨 全 网 证，a 
通过 加 4 北上 且 与 射 铝 4 相 灾 殿 这 
个 点 。 如 让 , 利 用 第 一 种 作 注 昕 得 到 徇 汗 何 点 和 44=axa ,用 第 
二 种 作法 (4=axa) 了 岂可 以 华 到 (证 完 ) 
现在 我 全 回来 证 明 中 十 完 国 踊 的 以 下 主 归 性 拷 : 
半生 条 放 可 大 人 本 中风 站 导 丰 多 圾 本 个 。 
首先 证 明 第 一 个 命题 ” 弦 定 在 这 旧 所 指 的 是 店 堆 把 8 的 在 面 
a( 阳 227)。 因为 轨 踊 的 所 : 向 可 能 由 第 二 种 方法 (第 一 个 把 的 在 
各 与 它 在 第 二 个 把 嵌 的 对 应 
直面 ) 得 到 ,所 以 在 面 g 上 的 
点 可 以 当 作 是 在 在 面 & 上 的 
续 一 个 把 的 乍 缚 与 第 二 个 把 
坚 的 对 应 皇 面 的 交点 而 竺 到 
的 .但 是 ， 所 说 的 直 和 缚 在 耕 
而 a 上 柳 戌 这 中 8 为 中 心 的 
狗 束 ， 假 起 平面 a 对 应 与 它 
图 227. 安 伏 由 4 的 射 各 ww。 於是 在 
符 而 x 上 的 镶 训 8& 二 应 清 过 家 很 忆 的 末 束 .这 证 个 对 应 的 一 次 图 
形 是 射影 的 ”和 但 是 面 事 ， 与 至 而 @ 相 安放 和 面 束 透视 的 绿 束 4. 
因此 坐 面 a 上 上 的 绿 来 二 US 是 射影 的 , 东 且 它们 的 对 应 射 委 (4 区 
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和 SN ) 的 交点 民权 成 一 个 二 其 曲 笋 . 这 个 曲线 显然 就 是 所 研究 的 
轨 味 在 栓 面 a 上 的 做 影 。 

第 二 个 命题 很 容易 从 第 一 个 演出 求 。 亡 实 上 ， 如 果 9 是 任意 
”直线 ， 旭 通过 这 条 直线 与 把 中 心 S 的 平面 品 与 轨 踊 相交 成 二 次 曲 
入 k。 因为 直线 9 在 这 个 平面 上 ， 它 与 曲 入 上 大 的 公共 点 不 能 多 放 
雨 个 , 评 是 第 二 个 命题 彼 证 骨 

这 相 所 遵 出 的 天 研究 的 轨 黑 八 质 答 子 我 们 把 它 叶 做 二 丈 曲 面 
的 根据 。 

上 面 我 们 断定 了 万 於 一 个 把 的 生 面 a 与 二 次 曲面 相交 成 一 个 
二 浆 曲 和 狠 《， 特 殊 情形 可 以 选取 竺 面 a 使 它 对 应 直线 二 S'S, 这 
时 点 4 与 点 5 重合， 我 们 就 待 到 有 公共 中 心 S 的 雨 个 线束 。 这 雨 
个 线束 的 二 重 射 委 申 然 是 属於 一 头 曲 面 。 二 重 射线 可 能 是 雨 条 
( 双 曲 型 对 应 )， 一 条 (抛物 型 对 应 )， 或 者 一 条 也 没有 《 椭 加 型 对 
应 )。 因 此 ,在 这 种 情形 下 ,入 面 a 由 做 切面 , 它 与 二 立 曲 面 可 能 有 

两 条 公共 直 牧 ,一 条 公共 直 和 绿 , 或 是-- 个 公共 点 S。 

通过 每 个 构成 轨 踏 的 把 的 中心 可 以 作 唯 一 的 切面 。 我 们 已 经 
省 定 它 是 一 个 把 可 的 平面 ， 如 果 
将 雨 个 把 的 公共 射 狠 看 作 届 於 另 

个 把 时 那 诸 它 就 是 这 条 射 粮 的 
少 应 笠 面 ， 用 字母 rc 表 示 通 过 点 
的 切面 ( 园 228)。 过 3 可 任意 
站 各 2。 这 条 址 各 与 二 次 曲面 有 
一 个 公共 点 8， 因 此 它 与 曲面 只 
能 再 有 一 个 公共 点 。 这 样 的 点 题 
汰 是 已 知 利 入 与 它 的 对 应 平面 

出 228. a 的 交点 4。 在 本 面 a' 通过 8$， 
或 者 平面 a' 通过 把 的 公共 于 各 SS' 的 情形 下 , 也 只 有 在 这 样 情形 
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下 ， 第 二 个 点 4 与 第 一 个 上 重合 。 但 这 上 时 在 第 一 个 把 右 它 的 对 
应 直入 a 应 起 在 切面 r 了 上。 让 此 我 们 推 得: 

通过 5S 北 且 在 切面 0 于 的 每 条 本 绍 t 与 二 次 曲面 没有 另外 
( 除 $ 以 外 ) 的 交点 。 这 样 的 措 税 时 做 二 次 曲面 的 切 千 。 

在 图 228 要， 切 和 乡土 对 应 通过 把 的 公共 射 绿 SS' 的 耕 面 7'。 
因此 ， 切 面 r 是 通过 此 3 的 切 梨 寺 的 轨 踏 。 点 S 时 切 点 。 

如 果 平 面 7 通过 对 应 的 切线 己 划 上 整个 属 芯 二 识 盟 面 。 如 
果 对 於 面 束 (SS') 的 每 个 本 而 (7 ) 都 在 在 这 种 情形 , 也 就 是 如 果 通 
过 直入 SS' 的 面 束 和 对 应 的 切 禹 东 () 运 和 视 ， 则 切 禾 束 (也 吝 是 平 
面 0 ) 属 於 二 式 昌 面 。 和 将 切 积 与 通过 它 的 平面 蜗 於 第 一 个 把 ,我 们 
发 现 面 束 (SS ) 的 平面 以 rn 
通过 它 所 对 应 的 在 点 后 的 切 
娘 。 因 此 , 通过 点 5 的 切 控 
o 也 属於 二 次 曲面 。 不 难看 
出 ,在 这 种 情形 下 ,这 个 二 文 
So da 站 
co. 曲面 不 能 有 有 员 外 的 " 目 , 这 
是 由 於 曲面 的 每 个 点 4 必 在 : 
与 切 乏 “相对 应 的 平面 “24 EC 图 229)， 因此 ,将 牺 S'4 寺 a' 对 应 
通过 a 屯 且 a 交 放 直 线 4 上 一 点 4 的 平面 w( 证 完 )。 

这 样 ,二 次 曲面 分 解 成 一 对 平面 rc 和 o'。 

二 次 曲面 射 裳 稳 成 的 阐述 统 和 来 到 这 旧 。 这 种 曲面 射影 理论 
的 进一步 开展 与 相应 的 二 六 曲 各 理论 有 许多 地 方 类 伺 。 特 别 是 可 
以 证 明 : 二 次 曲面 的 仁 意 十 个 点 都 可 以 作 榴 成 曲面 的 把 的 中 心 。 
由 此 可 知 ,曲面 在 它 的 每 个 串 都 有 切 商 , 弛 且 任意 在 面 与 二 文昌 面 
只 能 相交 成 二 次 曲 各 ,这 个 次 曲 各 还 可 能 分 解 成 一 对 直 各 (是 妃 
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其 区 可 以 提出 二 详 职 耐 的 对 俐 有 形 \ 下 而 的 执 骂 天 题 马 及 它 的 
利用 十 个 场 的 射 涪 楼 成 @ 。 


1 已 知 斑 面 吕 与 w 起 静 襄 出 雪 村 写 ， 革 帅 一 个 储 洁 下 与 第 二 个 从 辣 土 井 澡 有 站 
称 外 对 应 的 直 妹 时 做 所 限 直 科 。 怎 样 能 就 刷 共 高 吕 和 十 硬 限 站 综 的 位 秆 ? 

2. 就 钙 下 面 命题 的 正确 性 : 

如 果 透 租 问 素 对 应 的 平面 和 中 各 … 个 访 企 面 的 灾 穆 族 糖 ; 划 企 面 的 向 索 对 应 
仍然 是 选 谣 的 。 

3. 如 果 使 岁 个 平面 中 的 一 个 黎 它 千 :， 斥 款 族 赚 ， 则 遂 诅 辣 素 对 应 区 中心 5S 在 空 
停 移动 。 斌 证 中 心 仿 画册 一 个 国 ， 这 胃 攻 生生 :一条 一 芭 才 如 上 。 

4 已 知 迁 射 交 中 心理 与 一 尘 三 误 生 起 作 已 知 非 章 厅 点 的 对 应 点 ( 非 点 丰 点 由 
通过 它 的 任意 直 赤 确定 )o 

5， 和 又 于 过 的 透射 册封 有 中心 人 与 二 于 器 避 了 二 防 定 就 作 拖 半 的 非 因 有 站 娄 
所 对 应 的 直线 《把 下 加 有 直达 看 任 是 个 5 六 让 下 ) 这 谋 光 夸 欧 吕 人数 强 限 站 粮 。 可 
县 预先 始 出 宅 的 位 置 吗 ? 

6. 已 知 鼻 射 的 中 心 ， 轴 与 一 条 概 混 齐 澡 【研究 南 称 请 篆 )。 试 人 已 知 点 辣 的 对 应 
MM 

了。 已 知 延 射 的 中 心 ,者 与 对 应 点 对 二 ， 在 上 直 强 二 于 工 呈 知 一 个 点 半 。 试 作 它 
的 对 应 点 MM 

8. 已 邹 透射 的 由 与 河 条 极限 这 和 芒 任 宕 的 坦 与 一 对 对 应 点 ， 

9，, 斌 证 在 对 合 透 射 敲 半 家 点 对 二 和亲 隔 潜 射 生 访 和 它 的 轴 与 直入 44 的 
交点 。 

10， 中心 在 井上 的 透射 占 轴 与 对 家 点 汪汪 ,二 而 定 。 就 求 已 廊 点 8 的 对 应 点 B'。 
青 作 直 和 线 -44 上 上 咎 回 有 点 的 SS 

11, 试 钙 座 标 三 角形 项 患 与 时 各 点 广 蛮 -六壬 况 座 乏 可 以 胡 二 成 下 面 的 形状 ; (1， 
0,0),C0, 1, 0),(0, 0, 1) 和 (C1, 1, 1), 

12. 试 博 出 座 标 三 角形 各 按 以 发 通过 一 个 项 点 的 任意 直线 的 齐 次 射影 速 标 方程 
式 。 。 
枪 ， 形 请 个 选 射 三 角形 中 的 一 合生 为 诬 二 兰 移 形 ， 泪 射 中 心 作为 旺 位 点 ， 纷 出 平 
面 简 涉 烙 定理 的 骨 杆 各 证 噶 。 


人 @ 我 们 不 再 诬 入 研究 这 些 有 湾 风 吕 中 佛 知 希 包 责 举 毅 了 法 它 的 一些 堵 省 介 亲 
瑞 耶 CIh，Reye) 著 的 放置 入 何 学 滞 二 章 28 40 真 。 
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14. 试 寅 出 通过 座 标 三 角 各 区 加 生 二 次 由 各 药 齐 次 射 吕 座 标 方 祝 式 。 

答 : ay 十 17z 十 cz 一 0. 

15. 试 凤 迪 将 于 标 三 角形 全 芭 间 于 点 与 于 位 点 兢 分 别 变 为 点 和 . 兄 , 记 和 芷 的 同 
素 变 换 公 式 。 

16. 场 的 问 素 换 变 合 笛 卡 儿 泰和 厅 的 医 示 式 为 : 


a | 人 
z=2 + 一 1， 本 
1 2 寺 W+1 


就 写 出 和 座 标 轴 与 斑 面 舶 非 因 看 深 上 寻 应 的 看 生 方程 式 。 扫 呈 出 六 变换 的 
公式 。 

yk i nog 上 扩 故 彩 OC0, 00, F510 £0,1), Es(0,1) 
变 为 葵 形 Of0.079 i412 让 (一 4.1) 洁 间 来 变换 公式 、 

18. 县 浴场 的 同 素 对 应 由 三 证 加 六 本 不 六 这 二 为 并 1BO 和 .BC 给 定 。 戌 
作 与 二 重点 习 关 联 的 二 重 上 加 "。 

19. 登 痊 场 的 半 素 对 应 由 2 撒 丰 和 保 亲 衣 全 沾 应 三 边 形 aw 和 和 ae 给 定 。 试 作 
与 二 重 租 烷 工 四 屎 的 二 重点 愉 。 

20。 已 知 登 各 志 的 同 素 对 富有 共同 45 的 条 件 绽 定 。 对 艾 世 知 点 宇 谍 求 C 作 局 的 
对 应 点 Bi 。 

21， 已 知 登 噶 场 的 同 束 对 演出 剖 题 19 的 条 件 纵 定 。 对 於 已 知 谋 结 加 试 作 它 的 对 
应 二 车 ?0 

22， 谷 喧 场 的 同 来 对 应 咎 出 个 于 导 油 角形 玖 定 。 书 知 一 条 星 缠 4， 试 在 这 条 恢 辕 
土 求 出 同 来 对 应 的 一 对 对 应 点 ; 


23， 场 到 它 自 身 的 同志 亚 挫 政 调 个 寻 麻 全 过 于 认 定 ， 已 知 -个 点 GG。 试 作 通 过 
这 个 点 的 一 对 对 应 下 粹 ， 


24. 试 幅 概 三 角形 PQR 的 二 全 质点 有 两 仆 着 点 在 基础 二 次 曲 缚 天 的 外 部 ,~ 
个 顶点 人 在 它 的 内 部 ， 

好， 已 知 棵 三 角 彩 的 一 个 沽 中 与 通 启 生 的 -一 个 这 。 假定 共 磁 二 次 曲 株 已 烃 画 出 。 
试 作 这 个 柏 三 角形 ,， 

26， 书 知 由 呈 布 站 蜡 的 油 荣 查 开 与 二 次 曲 神 名 的 妈 个 交点 ， 二 次 曲 缚 并 余 的 点 
是 未 知 的 。 试 作 点 了 的 株 锐 。 

27。 已 知 《已 而 出 ) -个 网 与 宕 四 剖 鸭 一 个 加 ， 试 用 -要 直 凡 作 通 过 已 知 点 到 加 
的 切 灰 。 

38， 已 知 二 次 曲 统 内 部 的 全 对 局, 起 作 夸 喇 瑟 也 下 分 的 约 。 

提 去 所 求 杠 穆 通 二 号 六 的 信访 .开交 卓 风 育种 

2 加 .已 知 二 次 利加 到 的 甫 个 晤 下 下 全 万 哩 绢 大 在 这 些 点 竹 切 线 构 成 -< 个 外 
切 汉 角形。 就 省 外 芳 四 角形 对 过 灾 丫 三 内 技 启 角 蛙 48CD 对 按 灾 点 所 在 的 直 铅 ， 是 
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这 两 个 四 角形 对 角 生 所 通过 的 点 的 得 牧 ， 

30. 已 知 从 点 已 入 到 二 次 山 绢 五 的 册 对 轨 穆 。 巾 御 必 未 给 出 。 试 作 直 和 综 PQ 的 
极点 。 

31, 任意 三 角形 44BC 内 接 藤 二 次 曲 各 ， 在 点 -i 和 局 的 切 燥 构成 抽 燥 的 外 切 
三 角形 4.B'C'。 联 业内 接 三 角形 优点 与 作 交 各 SS 的 直 畦 4S, BS, 05 与 三 角形 4BC 
的 对 边 奖 於 点 41, Bl 和 C1。 

试 狂 三 条 站 烷 4 和 41, BB1,C'C! 交 藤 -… 个 点 。 

提示 ” 控 笛 小 格 定理 ,三 角形 4BC 和 :BaCa 的 对 应 效 实 於 在 一 条 次 线 .的 三 
个 点 ,Bo 和 Co。 交 加 二 :11,BB:， 和 CC 是 点 4 五。 和 Co 的 极 斩 [西里 可 夫 
奇 (9.XnI5KEBH9EM, TIOMeH5) 提 出 的 关 题 了]， 

32， 记 知 决 定 沾 的 配 标 安 换 的 疾 ， 活 坏 某 礁 面 的 中 心 是 任意 极 三 角形 的 重心 。 

33. 使 场 变 成 为 自身 的 如 素 变 换 ， 拱 定义 为 对 堆 己 知 四 的 配 极 变换 ， 更 内 以 对 堆 
已 知 阅 心 的 点 对 称 变换 ，。 证 是 法 样 的 全 素 变 换 是 配 和 祁 变 换 。 息 幸 萄 明 所 救 述 的 配 极 变 
换 (所 请“ 反 配 极 变 换 ”) 的 其 磁 曲 结 ? 

34. 趟 证 在 反 配 标 变 换 中 【( 僚 世 了 征 ) 有 说 边 的 标志 角形 。 波 用 已 知 图 的 下 生 硅 
定 它 的 面积 ， 

35. 已 知 (已 而 忠 ) 共 磁 二 次 曲 针 训 与 议 三 角形 PQR， 以 及 与 权 三 角形 的 这 突 就 
点 4, 和 CC 的 直线 ge 将 册 五 和 CC 看 作 全 四 加 大 在 桃 三 角形 各 过 工 所 政 定 的 共 频 点 
对 合 砍 的 已 知 点 , 试 作 它 伴 的 对 应 点 ， 

36. 已 知 ( 已 画 出 ) 基础 二 次 曲 结 万 与 柑 三 角形 P@ 足 以 及 -一 个 点 G。GP,GQ 和 
GR 是 曲 络 大 在 有 具有 中 心 王 , 和 BR 的 轩 末 寞 所 榴 定 的 对 合 的 已 知 直 义 。 址 下 它 们 的 
对 应 下 结 。 


enn 


第 关 章 ”射影 共 何 、 仿 射 兴 何 、 
度量 六 何以 及 宅 们 的 春 


$ 60. 绪 至 


普通 欧 殉 里 得 空间 的 度 中 各 何 是 旺 中 学 教学 的 寸 象 、 在 我 们 的 
教程 的 开始 我 们 涌 和 经 在 初等 做 何 的 林 人 雄 上 ， 而 且 不 起 出 欧 灵 里 得 
空间 的 狗 图 ， 矿 究 过 兆 何 加 形 的 仿 射 性 改 。 这 些 性 壬 入 起 来 构成 
所 谓 仿 射 友 何 ,就 是 本 书 第 一 这 所 讲 的 ， 

为 了 研究 图 形 的 射影 性 四 ， 我 们 发 韦 必 须 在 欧 巍 里香 空 间 反 
添加 非 因 有 元 素 而 建 起 症 的 射 党 中 人 间 ， 在 这 种 笃 间 颈 我 们 便 纸 开 
展 了 耕 面 射影 龙 何 的 基本 生 下 

圆 形 的 射 ; 咏 性 盾 ， 信 外 大 作 是 关 秦 于 面 到 它 自身 的 所 有 同 迷 
变换 的 不 变性 置 。 指 上 时 说 阴 过 仿 射 变换 不 过 是 同 素 变 换 的 一 种 特 
殊 情 形 , 它 将 非 固 有 让 释 仍 变 为 非 澡 有 所 和 绿 。 正 面 将 要 证 明 , 若 在 
射影 平面 上 划分 出 革 些 特殊 元 索 (〈 非 加 有 和 直 称 与 它 上 面 的 移 对 对 
合 ), 草图 形 的 度量 性 质 也 可 以 中 到 射影 性 质 破 。 

这 样 的 射影 观点 使 我 们 能 够 以 一 般 射 影 形式 作出 检 面 仿 射 厅 
何 与 度 是 伙 何 。 也 就 是 完全 人 涉 依 顿 我 们 所 研究 的 射影 平面 (添加 
非 固有 直线 的 欧 杰 里 得 至 面 ;的 特殊 性 。 由 礁 这 个 和 人 故 , 驳 何 系 和 
的 比较 与 图 形 的 射影 仿 射 以 及 度量 性 质 的 明 俱 区 分 ,就 变 为 可 能 
了 。 

殷 疑 地 ， 所 有 这 些 对 於 中学 数学 教 病 都 有 很 大 的 意义 。 男 一 
方面 ， 用 这 种 最 一 般 的 观点 求 峡 究 初 深度 量 厅 何 的 问题 粮 是 有 某 
些 困难 而 此 求 像 我 们 对 於 平面 玲 何 见 样 要 作 是 够 的 敏 述 。 

(271) 


272 身 上 各 人 


在 $77 归 和 给 岂 空间 伙 位 系 生 的 射 澳 发 展 的 简 述 。 


S 67。， 尼 影 和 如何 和 它 的 煤 

在 前 帮 章 丘 我 们 签 壕 过 王 宣 于 影 凤 何 的 集 本 概念 与 事 吸 。 我 
们 合生 提 到 ， 射 影 性 盾 应 该 理解 为 在 检 耐 划 它 自身 的 所 有 同 素 变 
换 下 保持 不 变 的 图形 性 揭 。 我 们 末 起 阴 场 的 折 有 同 素 变换 的 集合 
构成 一 个 垄 。 洪 吓 下 面 留 说 茶 件 名 场 的 变换 集合 时 做 合 。 下 面 襄 

明 这 些 条 件 ， 同时 我 们 再 证 朋 同 求 空 搜集 合 > 满足 这 些 条 件 ， 因而 它 
Ee 
， 集合 的 祭 意 南 个 变换 的 让 还 是 这 个 集合 到 的 变换 。 

et 场 到 它 自身 的 下 有 间 直 变换 的 集合 消 足 这 个 条 
件 。 用 和 字母 K 表示 任意 一 个 同 素 变 换 , 骨 { 八 上 表示 场 的 所 有 间 素 
变换 的 集合 。 我 们 要 证 周 ， 

K'e KE", 

事实 上 , 辣 达 变换 把 每 个 师 4 变 为 怠 十， 每 条 直 和 线 a 变 为 
直 粮 w， 这 时 元 素 的 接合 天 傈 保持 不 变 。 同 素 变换 人 K" 把 点 .4 变 
为 点 4， 直线 w 变 为 志 午 < 则 和 样 元 素 的 接合 关公 也 保持 不 变 。 
由 此 我 们 断定 ,两 个 辣 素 变换 的 后 4R… R") 是 把 每 个 点 (4) 变 为 
点 (4 ) ,每 条 直入 (a) 变 为 直 银 (0 落 且 名 持 元 素 间 接合 关 傈 的 
变换 。 

ee 全 成 变换 上 ”也 是 同 交 亦 换 。 

， 集合 和 变换 的 息 着 是 类 合法 央 ， J 
(Ke ye ho: KAO 

我 们 来 证 明 所 有 同 素 变 换 的 集合 潢 是 这 个 要 求 。 辟 如 ， 如 果 
同 素 变 换 K' 把 点 4 变 为 点 洛 . 避 表 变 搞 E&"” 翅 点 变 为 由, 饥 
同 赤 这 换 XK" 把 点 4 变 为 中 划 下 面 所 窟 的 公式 左边 可 以 才 
法 以 折 入 44"4…. 间 时 在 过 可 以 到 到 以 折 程 -0 < 交 236) 显 
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然 ,在 这 兵种 情形 下 ,我 们 香 划 节点 4 变 为 凤 4 ”的 同一 个 合成 变 


， 集 台 合 的 变换 公信 生怕 

假定 ， 场 的 每 个 点 与 每 茶 

址 名 都 变 为 它 自身 ， 也 就 是 场 
的 所 有 元 素 保 持 不 动 。 这 样 的 
变换 叫做 屋 等 变换 。 题 然 ， 它 


可 以 看 做 是 同 素 变换 ， 因 为 在 加 250， 
这 个 变换 右 点 对 应 点 ， 丰 很 对 应 直 穆 ， 而 且 接合 元 素 变 为 接合 元 
素 。 


.对 於 集合 的 每 个 变换 息 存 在 它 的 逆 变 换 ， 也 届 谎 这 个 集 

合 。 这 i Os 是 忧 等 变换 。 

假定 ， 同 素 变换 区 把 场 @ 变 为 场 9'、 我 们 来 研究 把 场 oo 变 
为 @ 的 道 变换 ， 这 个 变换 也 是 同 素 变 换 。 我 们 用 -1 来 表示 它 。 
如 果实 行 变换 KK, 然 合 再 实行 变换 RK, 加 将 有 恒 等 变换 ,因为 场 的 
所 有 元 素 变 为 它 自 向 。 

我 们 应 有 下 而 的 符 史 竺 式 : 

K.». K-11=1. 

因为 所 有 赔 来 变换 的 您 谷 {K} 潢 是 杀 件 1 ,2 ,3” 和 44°, 所 以 
它 构成 一 个 伴 。 这 个 邓 {K} 他 名 为 射影 厅 何 的 王 。 

我 们 已 纸 知 道 ， 射 影 从 何 是 研究 在 便 的 中 有 变换 下 保持 不 变 
的 图 形 性 盾 ， 

站 他 经 代 进 过 射影 色 何 的 基本 概念 与 定 
理 。 特 别 是 , 契 第 四 章 点 建 并 了 二 次 曲 禹 的 射影 理论 。 这 样 ,我 们 
就 很 详 物 地 薰 悉 了 这 个 学 丘 的 内 容 。 现 在 我 们 来 看 一 看 对 雁 射 影 
泡 何 来 说 , 仿 射 克 何以 及 它 的 硬 估 有 ,怎样 地 位 。 


有 


$ 68， 念 射 友 何 和 它 的 圭 

1. 除 挤 在 场 的 任意 同 来 变换 下 保持 不 变 的 图 形 的 射影 性 质 
以 外 ,我 们 还 可 以 研究 只 是 在 区 { 玉 } 的 荣 些 同 素 变换 下 保持 不 变 的 
大 何 图 形 性 质 。 

车 如 ， 只 是 在 仿 射 同 素 变 换 下 保持 不 变 的 图 形 性 质 巴 做 图 形 
的 仿 射 性 质 。 回想 (8 50), 非 内 有 让 和 线 变 为 它 自身 @ 的 同 素 变 换 叫 
做 仿 射 同 素 变换 。 因 此 ， 则 形 的 仿 射 性 质 与 非 固有 丰 入 的 特殊 作 
用 有 关 。 我 们 知道 ， 按 射影 的 观点 所 有 的 丰 禾 完 公 是 平等 的 ， 因 
此 ， 和 无 论 平 面 的 哪 一 条 丰 绢 秆 可 以 几 做 非 固 有 和 直线。 选取 场 的 某 
条 将 稳 作为 “ 非 固有 站 和 名 ”8 , 我们 和 转 到 仿 射 态 何 的 结构 上 。 为 了 
这 个 目的 ， 我 们 来 研究 把 固定 的 “ 非 固 有 ”站 各 变 为 它 自身 的 同 素 
变换 。 这 样 的 同 素 变换 我 们 叫做 仿 射 同 素 变换 ， 不 难 断 定 ， 仿 身 
同 素 变 换 的 集合 构成 琴 {A}, 它 是 所 有 同 素 变换 的 集合 {K} 的 从 遍 
蔡 @ 。 为 此 , 只 要 证 明 集合 {A} 满足 8$ 67 台所 敏 述 的 四 个 条 件 就 
够 了 。 

我 们 来 研究 条 件 1"($ 67)。 设 A' 和 A” 是 场 的 某 雨 个 仿 射 同 


素 变换 。 诈 了 明 
A'.A’' A 


这 竺 A" 也 是 仿 射 间 素 变换 。 事 灾 上 ，A$” 是 同 素 变 换 , 因为 A” 
是 两 个 同 素 变换 A 和 A" 的 种 :后面 的 雨 个 同 素 变 换 都 把 “ 非 固 
有 ”次 牺 变 为 它 自身 ,因此 , 在 合成 变换 A” 友 “ 非 固有 ”让 统 也 变 
为 它 自身 。 所 以 变换 A" 是 仿 射 的 ， 至 於 条 件 2 ，3 和 4 ,出 可 
以 像 $ 67 里 所 作 的 论证 于 样 完全 不 变 地 对 於 仿 射 间 素 变换 重 敏 

@ 国 为 我 们 所 研究 场 的 同 素 变换 是 在 同一 个 底 上 , 所 以 在 仿 射 间 素 变换 喜 ， 非 因 
有 站 牧 变 为 ' 它 站 身 。 


@@ 对 “ 非 轴 有 ”站 粮 的 这 种 最 广义 的 理 限 ,我 们 用 引导 标 出 “ 非 痊 有 ”的 字样 。 
命 也 就 是 变换 集合 (A} 是 集合 4 区》 的 一 部 分 , 旺 且 集合 \A} 也 镑 成 熏 
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ko 
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5 


述 出 来 。 

这 样 ,我 们 就 断定 , 仿 射 间 素 变换 的 集合 构成 全。 这 个 全 {A} 
中 做 仿 射 类 们 的 节 。 

仿 射 龙 何 研究 在 所 有 仿 射 则 素 变 的 下 保持 不 变 的 那些 认 何 加 
形 性 肝 , 但 这 些 性 质 不 是 射 凡 性 质 , 也 就 是 ,在 所 有 的 变换 {K} 中 
还 有 破坏 仿 射 性 盾 的 于 样 变换 。 

2、， 我 们 已 经 知道 仿 射 和 何 的 重要 概念 与 性 质 ,这 些 合 纸 在 第 
一 章 以 及 钱 水 的 $50 和 $ 51 灾 ( 用 射影 形式 ) 轴 了 明 过 。 

仿 射 几何 射影 的 说 明 使 我 们 可 以 在 射影 三面 上 用 一 般 形 式 
(也 就 是 取 任意 下 粮 作为 “ 非 风 有 ”站 焰 ) 实 更 它 的 类 楼。 

假定 直 娘 (图 231) 是 场 的 “ 非 固有 "将 牺 。 在 这 种 情形 下 ,这 
条 直线 的 每 个 点 都 是 * 非 固有 ”点 。 如 果 直 粮 a 和 5b 相交 於 直 入 4 
上 的 点 rw 我 们 就 应 该 把 这 样 的 在 粮 电 做 “在 行 "直入 ,因为 它们 
交 於 “ 非 回 有 ”点 Mr,。 在 
仿 射 则 素 变换 案 ， 直 和 粮 % 
变 为 它 自身 ,因此 点 ,对 
应 同一 条 站 和 粮 上 的 点 
于 5. 直 罗 " 和 b 诡 为 和 
“和 b'。 交 入 a 和 站 是 
< 不 行 "入 ， 内 为 它们 交 
於 “ 非 固有 ”点 了:。 因 此， 
如 果 直 和 煌 4a 和 5 是“ 下行 en 
的 ”, 则 对 应 将 各 w 和 也 是 “直行 的 "。 琅 行 性 是 天内 所有 仿 身 
同 玫 变 换 的 芍 {A} 不 变 的 概念 ， 这 是 仿 射 关 何 的 概念 。 

完 又 同样 ， 我 们 也 可 以 把 在 弥 上 三 个 点 的 简章 比 变 为 这 样 最 
普 台 的 概念 三 个 点 的 简 记 比 的 射影 定义 我 们 全 在 $ 25 的 未 尾 得 
到 过 。 也 就 是 在 这 一 节 嗓 我 们 全 证 明 


276 于 ¥? fi: i :3 


ABO = HD 1. 
这 臭 刀 -， 是 直线 480 的 非 加 有 由 ， 换 名 话说， 直线 上 三 个 点 
4, B,C 的 简 罩 比 可 以 用 三 个 世 知 点 再 加 上 在 绿 4BC 的 非 固有 点 
D,, 这 样 四 个 嘴 的 交叉 比 求 定义 
假定 , 取 让 株 ， 作为 * 非 加 有 -让 缚 (图 232)。 这 里， 我 们 用 下 
面 的 形式 灾 定 义 三 个 点 的 简 蝇 比 : 12C ) 
(AB(') =( ABCD,), 
这 自 点 Pu 是 直 绿 4BC 的 “ 非 因 条” 中 。 
在 仿 射 间 素 变换 课 直 绢 1， 亦 力 它 自身 。 因 此 直 株 s 的 “ 非 固 
有 ”点 Du 对 应 直线 ” 的 : 非 加 有 ”中 Dw 内 为 在 每 个 同 素 变换 下 ， 
四 个 点 的 交叉 比 不 变 , 所 以 就 有 : 
(4 一: .AB DN. 
但 是 ,根据 所 确 玉 的 定义 ， 
CAB(CY = BO0Ds), 
CMB ai ODLY. 
因此 有 : (AB() =: .180"), 
也 就 是 直入 上 三 个 昨 的 “ 简 晶 比 ” 于 稚 铁 有 仿 射 同 素 变 换 是 不 变 
的 . 所 以 这 个 概念 也 属於 
仿 秽 克 何 。 
cB ， 应 该 注 兰 ， 入 有 段 的 平 
′ 分 是 当 分 点 与 已 知 直 和 妹 的 
非 固有 点 调和 共 二 的 特殊 
和 情形。 因此 在 网 232 上 自 ， 
如 果 点 对 五 ,Du 调和 分 隔 
0%. 点 对 4,0, 则 点 如 “年 区 ” 
称 段 40。 这 祥 ， 我 们 况 可 以 用 地 普 远 的 射影 形式 (就 是 利用 平面 
的 任意 丰 稳 作为 “ 非 加 有 -性 强 ) 天 民 仿 射 厅 何 。 
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$ 69， 二 次 曲 煌 的 仿 射 性 质 

1. 我 们 注意 二 次 遇 粮 与 非 固有 超 折 有 关 的 那些 性 质 。 首 先 
根据 二 次 曲 铬 与 非 闫 有 站 稳 的 相关 位 置 把 二 次 曲 粮 区 下 为 双 上 曲 
入 ,抛物 穆 与 短 圆 。 就 是 有 雨 个 不 同 的 非 固有 点 ,也 就 是 与 非 周 有 
直 焰 相交 於 雨 个 实 点 的 二 妇 曲 入 叫做 双 曲 缚 .有 一 个 非 因 有 点 ;或 
者 说 与 非 回 有 在 穆 相 交 狼 重合 的 雨 个 此 的 二 坎 曲 粮 电 做 抛物 粮 。 
所 以 抛物 穆 与 非 固有 直 穆 相 切 。 没 有 非 固 有点， 或 者 说 与 非 加 有 
直 称 没 有 公共 点 的 二 坎 曲 穆 叫 做 入 加 也 可 以 襄 ， 机 图 与 非 固有 
直入 交 志 十 个 虚 点 ， 就 是 椭圆 在 莫 固有 丰 株 上 所 确定 确 加 对 合 的 
碌 二 重点 ($ 59)。 

我 们 同 到 普通 射影 形式 的 仿 射 诡 何 . 像 我 们 屡 交 所 做 的 那样 ， 
假定 取 任意 在 粮 * 作为 * 非 固有 ”直线 ， 在 这 种 情形 下 , 我 们 还 可 
久保 留 二 艾 曲 称 的 仿 射 修 类 法 (图 233)， 璧 如， 如 果 二 诡 曲 入 负 


局 233， 


与 “ 非 固 有 "站 和 粮 凿 交 赤 点 和 %,, 划 应 该 把 它 包 到“ 双 曲 线 ? 吏 。 
曲 入 与 扯 绿 立 切 於 点 嫩 就 针 刘 - 掀 物 线 ” 案 。 最 后 , 曲 乏 居 与 
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次 穆 没有 公共 贴 , 就 把 它 如 到 < 李 轩 "* 实 

这 样 的 分 类 在 仿 射 锋 何 实 是 不 变 的 事实 上 ， 作 意念 射 同 素 
变换 把 “ 非 辕 有 ” 痪 贸 变 为 它 自 壬 ,内 此 ,与 “ 非 则 有 “上 息 入 有 两 个 交 
点 的 二 丈 曲 粮 也 变 为 与 : 非 问 有 "在 绿 有 雨 个 交点 的 二 其 曲 穆 ， 换 
句 话说,“ 双 曲 狠 " 宁 变 为 “ 双 曲 入 "。 同 样 ,，“ 掀 物 各 ” 只 能 变 为 “ 描 
物 系 "“ 稀 图 ?只 能 变 为 “ 稀 圆 "。 所 以 在 仿 射 变换 赛 , 曲 穆 的 这 样 
分 类 不 受 任何 改变 。。 

另 一 方面 ,我 们 不 难看 出 ,相反 地 在 射影 狠 何 和 这 样 的 四 类 是 
没有 意义 的 ,因为 存在 有 同类 变 的 , 它 能 把 样 加 变 为 双 曲 入 或 抛物 
粮 9 。 这 就 说 明 射 影 衣 何 滁 不 蒜 分 二 文 曲 粮 的 形状 。 所 有 这 些 形 
状 都 是 射影 恒 等 的 。 


u' 
u 和 
u! 
中 231. 
作为 流明 的 实例 ， 我 们 引 沪 广 面 的 候 还 假定 某 个 同 素 变 换 


K 把 二 次 曲 千 天 变 为 如 ( 效 234， 列 丰 乏 冯 使 它 不 与 曲线 到 相交 


@ 如 果 阴 从 华为“ 非 同 有 ”在 加 的 基 条 下 穆 “建立 这样 的 分 类 ， 显然 , 没有 “ 非 因 
和 "让 乡 , 这 样 分 类 足 不 可 能 的 。 
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而 与 申 绢 必 相交 。 惠 以 丰 更 二 作为 章 内 有 和 许久. 於是 根据 前 面 所 
建 并 的 分 类 法 . 曲 各 上 大 是 -机 时 同时 由 科 信 是 双 昌 名”。 这 样 号 
说 有明 同志 变换 人 能 把 := 响 为 天 变 为 “ 双 曲 银 '。 

2， 下 桓 是 许多 与 非 因 有 让 缆 有 关 的 二 次 曲线 理论 问题 ,也 就 
是 有 关中 心 与 让 经 ( 特别 从 共 环 直 生 ) 的 研究 。 

我 们 用 射 觉 的 观点 如 全 完 这 此 概念 

如 朵 有 一 个 有 中 心 二 站 昌 各 庆 ( 也 就 是 ， 中 心 是 平面 和 上 固有 点 
的 曲 缉 " ， 草 耿 绿 的 中 心 可 以 定义 为 平 从 竺 过 它 的 所 有 弦 的 点 
(图 235). 这 就 是 设 , 中 心 是 通过 中 心 的 每 条 制 稼 上 的 非 因 有 点 
天 放 它 与 曲 绿 大 交点 的 如 钉 共 二 
点 。 辟 如 ,对 苹 制 线 4B 有 - 

(4BOP。)= 一 1 
完全 同样 ,对 讼 割 绢 ( 忆 
(CDO0.) = 一 1 

对 才 通 过 中 心 0 的 每 条 制 绢 痢 是 这 
样 。 

但 这 就 是 说 ， 非 固有 育 线 是 中 
必 0 的 澡 牧 ， 因 为 它 是 路 0 财 供 制 We 
禾 与 曲 儿 交点 的 守 四 衣 加 路 的 轨 味 。 

这样 ,在 射影 的 观 引 下 ,就 可 以 把 非 固有 直线 的 标点 定义 为 二 

次 曲 生 放 中 心 。 

应 用 这 个 定义 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 ,这 些 辕 论 是 在 及 有 


任意 取 的 “ 非 固有 ”让 和 贸 的 仿 射 交 何必 民明 的 。 这 能 使 它们 成 为 很 
直观 的 。 


在 “ 撕 图 ”的 情形 下 ,二 次 曲 稳 (41) 与 “ 非 固 有 ”将 各 没有 公 
共 点 (图 2364)。 因 此 hv”0 是 椭圆 办 部 的 点 。 事 实 上 上 ,如果 通 
过 烛 O 能 引 曲 线 心 的 切 织 ， 草 它 的 切 点 将 居 放 点 Oo 的 极 乡 ， 也 就 


od Ds 


是 : 非 固有 "直入 这 与 所 作 的 假定 矛 后 。 

在 “抛物 各 ”的 情形 下 ， 则 各 .ts) 切 於 <“ 非 轩 有 ”直线 * (图 
23606)。 下 缚 ， 的 你 点 是 它 与 -抛物 织 ”的 切 吴 0 ， 所 以 抛 物 线 的 
中 心 是 * 非 固有 ”点 Ou。 


LU 


{a) {5) 


图 236， 


最 后 ,如 果 二 次 曲 狠 (Xa) 与“ 非 国有 ”将 粮 4 相交 , 旭 是 “ 双 曲 
和 粮 ” 的 情形 ， 过 曲 答 心 与 企 强 的 交点 Pu 和 Qu 作 曲线 的 切 称 ， 
求 得 直 娘 入 的 极点 O。 按 定义 ,点 0 就 是 “ 双 曲 线 ” 的 :中 心 ”。 过 
“ 非 固 有 ”点 Pu 和 &w 的 切线 镍 做 “ 渐 近 穆 ”- “ 双 曲 稼 ”的 中 心 0 
显然 是 它 外 部 的 点 (网 236 6)。 

对 於 所 有 的 仿 射 同 素 变 换 , 二 次 曲名 的 “中 心 ” 变 为 对 应 曲 娘 
的 中心”。 这 从 下 面 的 理 则 就 可 以 百出 。 

标点 与 标 称 是 和 二 头巾 积 的 射 沉 车 梯 有 此 的 ， 这 种 结构 在 所 
有 人 人 所 a 人 一 次 曲 牺 上 的 


@ @ @ TE 


“二 六 向 委 的 : 中 心 "是 排 四 有 和 任何 仿 秧 则 闪 变 
换 都 把 “ 非 固 有 ”下 粮 变 换 为 它 自 身 。 设 曲 粮 上 的 “中 心 ”0 在 仿 射 
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变换 下 对 应 点 0 。 因 为 点 0 是 直 狠 关 放 大 的 标点 ,所 以 点 0 应 
该 是 直线 2” 更 蕉 对 应 曲 统 关 的 标点 ， 但 是 , 直 和 乡 人 与 v 重 合 -. 因 
此 0' 是 : 非 回 有 ”让 和 弧 的 标点 ,也 就 是 二 次 曲线 尼 的“ 中心 

稳 之 ,二 次 曲 缚 中 心 的 导 念 应 该 是 与 仿 射 翁 何 相关 联 的 概念 。 

3 在 $ 59 厂 我 们 从 经 利用 配 要 对 应 建 羡 了 共 瑟 点 与 共 环 页 
义 的 概念 。 

共 坎 ( 配 杜 ) 的 慨 念 是 射影 的 概念 、 和 但是， 如 果 这 个 概念 与 非 
固有 直 称 相关 联 , 寺 未 它 吕 鱼 於 仿 射 态 亲 。 壁 如 ,在 $59 虹 我 们 所 
研究 的 直销 上 腑 及 稳 束 里 共 瑟 元 素 的 对 合 。 取 二 次 曲 如 的 中 心 0 
作为 穆 束 的 中 心 。 汶 时 和 蒜 来 0 的 射 织 足 二 次 曲 各 的 直径 。 共 塌 的 
概念 就 可 以 移 到 曲 绪 的 址 径 上 ， 也 就 是 ,和 如果 两 个 直径 ,其 中 每 一 

因为 二 次 曲 如 的 中 心 生 非 固有 正和 名 的 筝 点， 所 以 直 笃 的 檬 点 
在 非 男 有 直线 上 ,也 就 是 于 何在 径 的 极点 都 是 非 固有 点 。 

假定 取 直 和 线 业 作为 
平面 的 “ 非 澡 有 ” 址 绢 ， 
荫 且 点 6 是 二 次 曲线 
的 中 心 (图 237)。 伏 中 
“直径 ”a 的 标点 Dw 可 
及 利用 通过 这 个 “让 征 ” 
端点 4 和 五 的 切 乏 作 
胃 ， 因 为 切 绿 & 和 卫 交 
於 非 固有 点 Ds, 所 以 它 
个 是 :平行 的 ”因此 有 : 辆 237， 

过 二 次 曲名 的 任意 < 虚 保 "端点 的 印 粮 是 “ 东 行 的 ”。 

根据 定义 ， 通 过 :直径 ”4 的 标点 Ds 的 : 窒 径 ”是 “直径 ”4 
的 共 埋 “直径 "。 因 此 ， 共 乾 “ 过 径 *' 与 过 已 知 * 答 径 ? 端 点 的 切入 
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“在 行 ?。 引 “和 再 行 殿 共 四 在 程 * 训 全 任意 制 绿 ， ,这 就 是 没 ， 制 
精 “ 通过 点 Duw， 但 是 已 知 在 径 世 是 品 D, 的 你 和 绿 、 因 此 制 绿 。 与 
曲 稼 于 的 交点 己 和 @ 被 点 Du 和 和 调和 和 分隔 : 
(PONuON= 一 1. 

但 这 就 是 说 ,点 C 是 绿 眉 PP 的 -中 点 ”所 以 : 

“站 径 ”a “ 玫 邹 " 共 塌 “在 健 ”d 的 “下 行 “ 弦 。 

这 样 ， 利 用 配 标 对 应 所 建立 的 共 帕 自 笃定 义 与 省 通 的 定义 一 
救 。 

4。 我 们 牙 别 地 在 双 曲 各 、 抛 物 狠 与 椭 加 的 情形 来 研究 共 塌 站 
径 的 对 合 。 

双 曲 粮 与 非 固 有 直 粮 交 於 丽 个 站 ， 这 两 个 点 是 双 曲 乏 在 非 固 
有 站 乏 上 确定 的 共 二 点 的 双 曲 型 对 合 的 二 重点 (参考 3$ 59)。 双 曲 
垦 的 中 心 是 曲 炉 外 部 的 点 ， 因 此 其 晤 在 径 的 对 合 有 十 条 通过 中 心 
与 双 曲 和 线 相 切 的 二 重 直 和 勿 ( 贺 236 6)， 我 们 已 经 提 过 ,这 瑟 条 让 入 
时 做 双 曲 燥 的 潮 近 牺 、 因 此 ， 潮 近 各 是 双 曲 狠 共 塌 站 径 的 对 合 的 
二 重 直 牺 ( 参 考 疾 212)。 

抛物 镁 切 从 大 固有 让 和 缚 北上 且 在 它 上 上 面 俊 定 共 地 点 的 抛物 型 对 
合 。 抛物 穆 的 中 心 是 它 与 非 头 有 于 说 的 节点“ 鳃 死 可 知 , 第 一 , 抛 
物 入 的 所 有 直径 是 本 行 的 ,第 ， 在 径 束 灼 成 抛物 型 对 合 ， 在 这 个 
对 合 人 所 有 的 诅 径 与 正 因 有 让 让 人 下 各 来 中 心 的 切 乡 )( 参 考 图 
215) 站 二 。 

人 它 丰 术 竟 有些 折 上 中 定 
桥 贺 型 对 合 。 椭 罚 指 中 心 是 曲 各 由 吝 的 贴 。 因 此 椭圆 的 共 更 在 径 
构成 没有 实 二 重 直 弥 ( 或 者 人 一 才 席 一 币 让 和 绿 ; 从 郑 较 210) 的 嵩 
图 型 对 合 。 

一 次 加 有 形 民 的 对 合 对 应 所 以 各 着 为 双 昌 型 村 合家 南 个 实 二 


重 苑 素 的 )、 抛 物 型 对 合 (有 十 个 重 全 重 毛 素 的 ) 以 及 髓 加 型 对 合 
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(有 十 个 辜 二 重 元 来 的 `, 我 们 在 上 面 已 经 看 到 ,就 是 由 於 邯 些 对 合 
分 别 与 双 曲线 、 抛 物 入 以 及 风 加 相关 联 。 
二 次 曲 粮 仿 射 性 质 的 逢 宣 花 述 就 结束 到 这 吐 。 


$ 70， 度 量 线 何 和 亡 的 量 

1，、 同 素 变换 的 仿 射 从 丰 和 从 是 从 所 有 同 素 变 换 的 全 , 依 和 平行 的 
不 变性 作 条 件 , 也 就 是 依 非 思 有 直入 变 为 它 自 身 作 条 件 , 所 划分 出 
来 的 一 部 分 。 

然而 仿 射 变 换 不 能 保持 贺 形 的 形状 。 璧 如 ， 正 方形 在 仿 射 变 
换 下 可 以 变 为 平行 四 边 形 ， 因 可 以 变 为 楷 图 。 因 此 ， 在 仿 射 刘 何 
促 , 鄞 不 从 平行 四 边 形 中 把 正方形 柄 分 出 来 ,也 不 从 棋 略 至 把 印 区 
分 出 来 。 在 度量 炙 何 点 就 烛 建 并 这 种 区 下 。 为 了 定义 度量 色 何 的 
变换 全 ,中 求 十 条 直 牺 的 型 直 位 置 对 仿 射 变 搜 的 不 变性 。 

设 乏 东 8& 的 直线 o, bc … 对 应 同一 线束 3 要 分 草 息 看 放 它们 
的 直 各 4',b',c,…( 图 238)。 这 样 ,有 : 

alae, blb’, cle,. 

我 们 看 一 看 线束 8 下 这 样 焉 丰 直 和 绿 的 对 应 及 有志 麻 性 质 。 

因为 直线 w ,2 对 应 王 织 a,b， 
所 以 角 (a', 8") 等 认 角 (a,5), 因此 
对 应 直线 所 构成 的 角 和 区 是 相符 的。 
具有 这 种 性 质 的 两 个 冰 束 时 做 合同 
粮 束 。 题 然 合同 狠 束 是 射 洗 的. 事 
实 上 上， 这 样 的 稼 束 要 对 应 让 加 的 交 
叉 比 相符 ， 因 为 交叉 比 可 以 用 这 些 
次 各 权 成 的 角 的 正弦 玉 烛 汉 ， 白 於 
这 个 缘故 ， 糠 束 8 亡 生 在 在 贸 的 对 wh 
应 是 射影 的 。 另 外 ,每 十 条 村 和 下 丰 的 虹 绿 五 相对 应 。 例 如 ,如 果 碍 
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娘 4 对 应 (垂直 於 它 的 ) 站 各 友之, 站 各 也 对 应 ( 重 直 座 它 
的 ) 站 入 a。 由 此 我 们 断定 各 束 SS 烘 重 次 站 牺 的 对 应 是 对 合 ， 这 
种 对 合 对 做 正 交 对 合 。 正 交 对 合 汉 有 二 重 直 和 线 ， 因 为 直 炊 不 能 与 
它 的 垂直 糠 重合 。 这 种 对 合 是 儿 来 的 风 轿 型 对 合 。 

如果 用 非 固有 站 穆 礁 强 束 $， 我 们 就 得 到 和 和 线束 S 透 税 的 点 
列 。 久 束 8 要 丰 和 粽 的 对 合 将 对 应 非 回 有 和 直 绢 千 透 祝 点 蓝 扣 点 的 对 
,… 表 示 义 东 汪 下 丰 入 “六 … 的 非 固有 点 ,用 
字母 44, 54,… 表 示 同 一 斤 束 归 丘 直 庆 它们 的 直线 汪 ,, … 的 非 
固有 点 ， 我 们 在 间 因 有 让 粮 上 就 得 芭 一 个 对 合 ， 在 这 个 对 合 野 点 
4 也- … 对 应 点 45,B4,…( 闻 239)。 


a " 
国 239。 


非 固有 让 和 粮 上 点 的 这 样 对 合 叫做 袍 对 对 合 : 

绥 对 对 合 是 各 束 的 正 交 对 合 的 芍 影 ， 这 时 和 绿 束 中 心 的 取 法 没 
有 任何 作用 ,因为 牺 束 Si 的 正 交 对 全 与 各 来 的 正 交 对 合 在 非 问 
有 相称 上 磅 定 同一 个 对 合 。 很 明明 ,这 是 因为 牺 束 51 的 每 对 垂直 
狠 妇 和 51 对 应 委 束 总 的 一 对 垂直 织品 和 总 ,其 间 

bl bi Ub", 0 

因此 ， 直 稻 对 21 与 下 各 对 5, 嫉 在 非 身 有 站 牺 上 的 袍 对 对 

合 类 了 黎 定 同一 对 点 Bw 和 B84。 
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咎 对 对 合 题 然 是 椭 因 型 的 , 巧 且 没有 实 二 重点 。 

建立 了 非 固 有 直线 上 点 的 初 对 对 合 概念 以 后， 我 们 就 能 作出 
直 米 垂直 的 射影 定义 : 

如 果 雨 条 直 稼 的 非 四 有 点 是 移 对 对 合 巢 的 一 对 对 应 点 ， 就 把 
它 个 由 做 垂直 绿 。 

事实 上 ,如果 某 十条 在 绿 上 和 2 的 非 固有 点 Bs 和 B44 是 袍 
对 对 合 器 的 对 应 点 , 落 末 这 就 是 说 , 正 灾 对 合 央 有 一 对 垂直 系 通 过 
点 Bo 和 B<。 设 这 十 条 直 绢 趾 训 和 靖 ， 起 是 有 : 

ba 2 和 | 

因为 上 2 所 以 刀 上 妨 。 反 之 ， 我 们 已 经 知道 , 每 对 垂直 精 

ne a 
.这样 , 直 各 和 王 丰 的 对 觉 定义 是 与 非 固 有 站 穆 下 的 袍 对 对 合 

i 非 固 有 站 加 与 在 它 上 面 的 袍 对 对 合 叶 做 平面 的 艳 对 形 。 
我 们 得 到 了 这 个 概念 ， 用 它 就 可 以 找到 直 绿 垂直 的 射影 定义 。 但 
是 像 在 以 和 后 要 看 到 的 ， 咎 对 形 的 概念 还 与 图 形 的 其 他 度量 性 质 有 
天 。 因 此 ,如 果 要 区 分 出 来 不 破坏 图 形 度 量 性 质 的 那 种 同 素 变换 ， 
那 末 就 必须 要 求 要 这 些 同 素 变换 能 使 平面 的 移 对 形 保持 不 变 。 

这 就 是 说 ,我 们 要 区 分 出 不 仅 把 非 固有 直线 变 为 它 自 身 ( 仿 射 
车 的 所 有 同 素 变换 是 这 样 变换 ) 而 且 也 把 稳 对 对 合 变 为 它 自 身 的 
那些 同 泰 变换 ， 也 就 是 把 这 个 对 合 的 对 应 点 对 还 变 为 它 的 对 应 点 
对 的 于 些 变换 。 我 们 来 证 明 ， 这 样 同 过 变换 的 集合 构成 末 。 我 们 
用 { 允 } 表 示 这 个 全 , 碍 用 阳 才 示 其 中 的 每 个 同 素 变 换 。 

事实 上 ， 同 素 变换 葡 满 趾 在 $ 67 捍 所 戏 述 的 要 求 。 如 果 到 
和 了" 是 集合 { 隆 ) 的 芭 雨 个 同 秦 变换 ,於是 不 难 断 定 , 它们 的 积 也 
是 同一 集合 的 同 素 变 换 、 告 如 , 同 素 变换 加 保持 平面 的 移 对 形 人 不 
变 。 同 样 , 问 素 变 换 区 ” 也 保持 它 不 变 ， 这 次 实行 同 考 变换 及 和 
芷 "的 结果 ,我们 得 到 保持 在 面 稻 对 形 不 变 的 同 素 变换 。 因 此 可 以 


写成: 
M’ 。 NM -= 可 
至 众说 到 对 变换 集合 所 提出 的 楼 成 全 时 的 其 他 妆 求 ， 则 和 对 
至 体 同 秦 变 换 的 区 (3 67) 所 引用 的 完全 一 样 的 说 法 就 能 证明 变换 
集合 { 下 ;也 请 是 这 些 归 求 。 
这 样 ， 我 们 就 待 到 和 结论: 不 改变 平面 花 对 形 的 同 泰 变换 集合 
0) 构成 一 个 奉 。 


和 章 
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210., 

3。 由 前 面 的 繁 述 可 知 ， 度 语 则 未 变 澳 保持 十 条 直 午 的 年 讼 
性 。 譬 如， 如 果 有 有 一 对 垂直 和 统 (aoa)， 则 这 十 条 直入 的 井 四 有 点 
4-- 和 41o 是 稳 对 对 合 的 一 对 对 应 引 ( 疼 240)， 同 未 变换 再 把 点 
对 4。, 41 变 为 稳 对 对 合 绒 对 应 吕 对 42,41<。， 因此, 在 和 绿 上 和 
ai 的 对 应 次 各 和 af 应 该 是 通过 税 对 对 合 虹 对 应 点 对 44, 41 ow 
的 垂 次 稳 。 

然而 ,这 个 性 抠 还 不 能 完 至 类 表 节 {了 } 的 特征 ,我 们 来 证 明 每 

假定 ,站 各 4 和 5 构成 锐角 PF( 关 241) 过 角 史 的 下 点 引 址 稼 
2 和 bi 分别 迁 直 於 直 各 a 和 2， 因此 ， 

a1loa, blb. 

同 素 变换 媳 把 四 条 走 加 习 5, 妇 变 为 四 条 再 禹 ,5,41, bf。 

因为 同 数 变 换 胡 不 人 破坏 王强 的 器 王仁 , 搁 匡 力 有 : 
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or le’, br 1b 
我 们 来 求 四 条 丰 统 4.1. 的 交叉 比 : 


Statfe res 六 0) ] 1 
(abaipi) 一 -一 一 -一 :一 -一 -一 -一 一 一 一 
SU ptiles0i cba esPereo03p cos2P 


同伴 ,对 於 四 条 上 丰 久生 六 “2 屿 有 : 
并 fm NN 1 
(cai 一 pt 
但 是 同 迷 变换 不 能 人 破 坏 实 久 上 比 , 困 此 应 该 是 
(abaihi}= (a bab!), 


或 者 = 


e0s2 % eos Pi 

应 该 注意 ， 我 们 是 用 吧 云 反 在 稳 a 和 也 构成 的 锐角 ， 和 后 者 可 
以 定义 为 不 售 重 各 mm.5, 的 角 在 同 素 变 换 下 它 对 详 的 角 9' 也 不 
合 垂 穆 ai, bi。 因 此 对 应 人 天 岂 是 锐角 在 这 种 情形 下 ， 出 前 面 
的 等 式 ,我 们 有 : 

cos P=C03P'; P=P.. (证 完 】 

由 让 了 明 的 定理 我 们 断定 :任意 三 角形 4BC 由 同 素 变换 聘 变 为 
和 它 相似 的 三 角形 4.5C 一- 般 的 膏 ， 租 个 固形 中 变 为 和 它 相 似 
的 图形 中 '， 这 首先 在 多 角形 下 可 上 及 沽 现 叫 来 (高 342)， 因 为 每 个 
多 角形 4BCDE 可 以 分 为 三 角形 。 所 以 对 应 的 区 角形 4'8'C'D'E' 


-人 


可 以 分 为 对 应 相似 的 三 角形 ， 由 此 挫 出 ， 移 角形 4B0DE 与 


4'B'C'D'E' 相似 。 其 次 还 可 以 断定 两 个 对 应 粮 段 的 比 炉 是 一 定 的 。 
E 榜 定 任意 选取 的 十 个 弥 段 
D 48 和 CD, 在 同 素 变换 区 下 它 
们 对 应 称 段 423 和 C 了 《图 
C C”243). 於是 四 角形 4BCD 和 
四 角形 48CD 相似 , 因为 这 十 
2 有 个 四 角形 都 是 由 两 对 相似 三 角 
形 组 成 。 因 此 有 
CD 
242. pl 
这 样 ， 雨 个 对 应 粮 段 的 比 足 一 定 的 - 这 就 起 明 同 素 变 换 焉 是 
ih 根据 这 Dp’ 
， 度 量 同 素 变换 的 
人 C CC 
和 和 
4 我们 最 近 的 本 ppB 
问题 将 是 用 射影 的 观 a 
点 进一步 研究 度量 秦 


何 的 基本 概念 , 这 使 我 们 能 够 俱 定 这 些 构 爹 天 於 同 素 变 换 区 {} 
的 不 变性 。 

作为 例子 ， 我 们 应 用 次 牧 玲 丰 的 射影 定义 来 作 下 面 定理 的 放 
明 : 三 角形 的 三 个 高 交 於 一 个 点 ， 

第 二 币 沙 格 定理 (对 偶 定理 ) 说 明 ， 从 于 面 的 任意 点 S 向 完 人 
四 角形 的 三 对 对 项 点 投射 的 三 对 将 狠 属 於 间 一 个 对 全 (333)。 把 


@ 同 来 变换 耻 也 叫做 等 形变 的 , 耻 就 是 不 改变 国有 形 形 状 的 变换 。 
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这 个 定理 应 用 到 由 下 面 的 在 稚 懂 成 的 四 边 形 丰 : 已 知 三 角形 4BC 
三 个 边 与 非 固 有 丰 哥 ， 用 
& 表 示 三 角形 4BC 的 十 个 
高 的 交点 (图 244): 
S=ASxBS. 
我 们 求证 明 第 三 个 高 0S 通 
过 点 5， 
已 知 四 边 形 的 对 顶点 是 
点 对 
4 和 LZ,,, BAM 
C 和 天 ， 
旗 是 我 们 得 到 下 面 的 对 合 对 应 直线 对 : 
SA, SL,,; SB, SM.,; SC SKE. 


从 阅 我 们 看 出 ,前 十 对 是 正 交 的 (S54 上 LSLo, 5BLSM.,,)。 所 以 ， 
牺 束 S 在 丰 义 的 对 合 是 正 灾 对 合 、 因此 ,第 三 对 也是 正 交 的 ,也 就 
是 


S( LSK-， (证 完 ) 


$ 71，、 用 射影 观点 对 於 合同 图 形 的 帮 究 ， 移动 全 
1. 在 这 一 节 鼻 我 们 将 说 明 , 几 射影 形式 可 以 作 普 通 度 量 炙 何 
驯 关 於 合同 图形 的 研究 。 六 且 这 使 我 们 可 以 确定 合同 图 形 的 概念 
是 关於 某 个 辣 来 变换 从 的 不 从 性 。 这 个 区 就 是 所 谓 移 动 合 。 
.我 们 首先 讨论 通常 在 初等 滩 何 职 所 肛 展 的 并 礁 合 同 品 形 的 研 
和 究 ， 凤 何 图 形 可 芭 耕 做 旦 在 从 面 .上 上 估 有 不 同位 置 的 不 变 的 体系。 
从 图 形 的 一 个 位 星 箭 到 它 的 为 一 个 位 各 时 做 移动 。 假 定 侈 动 把 已 
知 竺 面 癌 形 了 移 到 新 的 位 次 让 ， 在 这 种 情形 下 我 们 说 ， 关 形 厂 能 
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天 -一 -一 一 -一 一 一 一 eR -一 


与 图 形 所 总 合 ,或 者 说 , 阅 形 4 洛 在 图形 让 @ ， 这样 的 两 个 图 形 
时 做 合同 阅 形 . 

因为 在 这 种 观点 下 ， 南 个 合 疗 赔 形 不 过 是 同一 个 不 变 ( 出 体 ) 
体系 的 两 个 不 同位 促 ， 打 有 了 癌 形 下 的 行 个 点 4 对 应 图 形 天 的 点 
4'。 当 图 形 玉 和 严重 合 时 ,点 -工种 -和 掉 合 。 虫 此 可 知 , 天 放 合 同 
立 形 的 研究 ， 可 以 看 作 是 并 於 志和 们 元 素 间 此 有 一 定性 质 的 一 一 对 
应 的 研究 。 


4 
并 245. 

移动 可 以 看 作 是 阅 形 下 变 为 和 它 合同 的 交 形 可 的 表 何 变 
换 @ 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 确定 了 场 到 它 自 身 的 哪 一 种 变换 是 移 
动 , 那 未 合同 概念 就 可 以 利用 这 种 变换 一 一 移动 一 一 来 定义 。 

要 按 这 样 计划 来 作 关 礁 合 同性 的 研究 ， 我 们 应 该 : 1) 划 分 出 
把 已 知 的 任意 平面 图 形变 到 平 而 上 任意 新 位 全 所 必需 电 充 分 的 有 岳 
些 移动 ( 克 何 变换 ); 2) 答 予 这 些 变换 以 射 蛇 的 说明 ; 3) 作 出 关於 
射影 形式 的 (属於 确定 同 素 变 热 系 的 ) 合 同 圆 形 的 研究 。 

为 了 这 个 计划 的 实现 ， 阁 先 必须 研究 普通 ( 欧 悉 里 得 ) 竺 面 克 
何 竖 开放 合 同 周 形 的 间 题 ， 


人 ” 当 利 用 演 移 顷 叶 ,网 形 己 岂可 内 人 由 赐 形 末 县 合 。 
合 ” 这 样 的 变 摸 也 叫做 " 正 交 变换 ”。 
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， 假定 有 两 个 合同 三 角形 48C 和 .4BCT 罗 245)、 册 这 十 
| 个 三 角形 的 合 同性 :得 色 它们 的 对 应 边 与 对 应 角 的 侣 间 性 ， 此 外 三 
角形 48C 和 4'B'C' 有 外 辐 的 肖 转 。 三 角形 沈 的 过 转 使 三 角形 的 
面积 在 移动 五 向 的 左 例 ! 换 们 话说 ,就 是 道上 时 处 的 表情 ) 时 ,就 叫做 
正 过 精 ， 第 一 个 三 角形 的 演 导 4B0 正 具 有 这 样 的 性 质 。 与 它 各 
同 的 第 二 个 三 角形 的 对 应 旬 司 省 召 (” 也 及 有 同样 的 性 质 。 这 两 个 
三 角形 有 相同 的 ( 正 ) 锭 情 (在 疯 245 由 ， 用 箭头 表示 提 转 )。， 记 果 
我 们 观察 和 三 角形 4BC 合 癌 的 另 
一 个 三 角形 “4"B"C"( 罗 245), 情 
况 就 不 是 这 样 。 虽 然 这 两 个 三 角形 
的 所 有 对 应 元 素 ( 边 与 角 ) 都 相等 
相信 事实 上 ， 
一 个 三 角形 的 正 浊 转 4BO 对 应 
ee 二 个 三 角形 的 久 迎 转 4"B"0” 
(对 坪 三 角形 的 边 在 顺序 4"B"(" 
下 的 浊 转 ， 三 角形 的 面 各 在 移动 方 
向 的 右 便 )。 

也 可 以 说 , 三 角形 4B( 和 
A"B"C" 是 县 向 的 ， 而 三 角形 4B0 
和 4'B'C' 是 同 向 的 ， 因此 , 纺 而 上 的 ea 
雨 个 合同 加 形 可 能 是 同 向 的 或 者 是 办 目的 。 这 种 情况， 当 我 们 研 
究 雨 个 合同 图 形 中 的 一 个 与 轨 一 个 重合 的 秦 动 有 时， 是 必须 考 民 到 
的 。 

假定 任意 簿 面 图 形 卫 的 十 个 点 4 和 B 是 固定 的 ， 在 这 种 情形 
下 , 轿 形 下 可 以 估 有 十 个 可 能 位 总 (图 246 刘 的 五 和 五 ) 中 的 一 个 。 

事实 上 , 如果 贺 形 下 的 革 个 点 C 与 点 4 和 了 不 同 ， 则 三 角形 
4BC 在 平面 上 可 以 估 有 了 出 记过 和 绿 48B 对 称 的 十 个 不 同位 置 (三 角 
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形 4BC 和 480') ,显然 ,对 价 癌 形 王 的 每 个 点 都 可 以 这 样 说 ,四 此 
我 们 斯 定 , 如 果 图 形 玉 的 十 个 品 4 和 8 在 竹 面 上 是 固定 的 , 大 县 ， 
它 只 能 估 有 关 众 直入 46 对 称 的 南 个 不 同位 叫 了 与 所， 像 我 们 从 
图 可 所 看 到 的 ， 这 两 个 位 置 有 直 则 的 近 畏 方向 (三 角形 4BC 和 
4BC') ,因此 ,图 形 玉 和 天 是 红 癌 的 。 
如 时 再 考虑 有 定向 的 图 形 上 旭 这 样 的 图 形 在 平面 上 的 位 亚 
由 它 的 某 证 个 已 知 点 唯一 俱 定 ， 
现在 我 们 来 证 阴 下 面 的 定理 @ : 
在 一 个 不 而 二 的 南 个 合同 癌 形 , 利 用 -个 施 赎 (有 固有 中 心 或 
非 固有 中 心 的 ) 或 者 是 利用 一 个 旗 转 与 反射, 就 可 以 使 它们 重合 。 
我 们 知道 ， 某 个 图 
形 一 对 点 的 位 区 确定 阅 
形 本 身 的 两 个 可 能 位 
置 ， 其 中 一 个 与 另 一 个 
对 称 。 
因此 ， 我 们 可 以 用 
图 形 的 一 对 点 或 者 端点 
遍 於 圈 形 的 一 个 千 段 来 
代替 这 个 图 形 。 和 辟 如 ， 
在 图 247 右 ， 合 同 疾 形 
2 中 的 第 一 个 图 形 ， 用 入 
段 4B 表示 ,而 丸 段 4 表示 第 二 个 固形 ， 
引 直 和 线 44' 和 BB'。 过 和 绿 陆 44 和 BB' 的 中 点 六 入 作 它 
们 的 答 如 以 S 和 入 S。 用 S 表示 十 垂 称 的 安 点 。 现 在 不 难 断 定 业 
中 心 S 月 纸 过 角 = 人 484' = 人 BSB 的 旋转 把 粮 段 4B 变 为 


@ 这 个 定理 的 另外 --- 些 敏 述 广 式 可 见 芥 动 力学 囊 ， 那 此 把 它 中 做 随 尔 -路 拉 定 
更 。 


一 一 ee 
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4'B 事实 下 ， 三 角形 SAB 和 Nd 及 是 谷 加 的 ， 因 为 Nd4= 4 
SB=SB' 和 443=4.B'， 从 三 角形 的 相等 我 们 得 到 : 
ZASB= /A'SB'. 
在 这 南 个 角 上 都 加 以 角 BN 4, 就 有 : 
LASA'=/BPSB'-9. 

绑 点 S 且 和 经 过 这 冬 一 个 人 久 拘 旋 牧 把 如 4 变 为 点 4' 张 且 把 点 
B 变 为 由 上， 所 以 多 这 个 组 计时 ,和 铝 段 48 变 为 结 段 48'。 

旭 妈 息 绿 JS 和 
NS 是 簿 行 的 或 者 是 重 
合 的 ， 卷 未 这 提包 作 的 
论证 是 不 可 能 的 ， 我 
们 水 分 析 这 十 种 情形 
( 痪 248 与 249)- 如 果 ， 
MP INQ, 则 444 BB'. 
但 这 就 是 说 ， 合 同 绿 段 
4B 和 4'B' 可 能 在 乐 行 
的 位 置 ( 像 图 248), 或 并 
是 在 对 称 的 位 置 〈 像 贺 
249)， 第 一 种 情形 槛 成 
平行 四 演 形 ， 党 二 种 情 
形 杰 成 等 采 杨 形 。 在 和 后 
一 种 情形 下 ， 过 点 到 和 
六 的 雨 条 垂 委 重 合 , 直 和 绿 五 的 每 个 点 都 可 以 看 作 是 这 两 条 垂 牧 
的 公共 点 。 取 直 生 42 币 | 汉 的 交点 作为 旋转 中 心 8 : 

S= Bx A'B' 

显然 点 $ 在 直线 六 上 喊 是 说 它 可 以 看 做 是 重合 垂 红 时 N 

的 交点 。 简 点 S 经 过 人 朋 :448 和 = 史 的 旋转 就 把 绿 段 4B 变 为 线段 


阅 249. 


2 RE NE 


1B 

在 义 段 4B 和 4B' 不行 的 同形 下 (加 248), 利用 向量 了 全 所 
确定 的 在 行 秘 动 ,可 以 使 它们 下 合 。 应 该 注意 , 当 直 进 非 因 有 元 案 
时 ,年 行 的 惟 各 YP 和 六 Q@ 就 可 广大 做 是 相安 於 非 固有 点 S$。 这 
样 的 观点 可 以 使 平行 移动 的 稍 形 彼 和 解释 作 且 有 非 加 有 中 心 8 的 
旋转 。 以 后 ,过 渡 到 变换 的 世 影 形式 时 , 对 这 我 们 就 有 ,了 一 切 棋 
据 。 

这 样 ， 利 用 具有 固有 中 心 的 许 转 或 者 是 具有 非 固 有 中 心 的 旋 
情 ( 乍 行 移动 ), 我们 就 可 以 全 从 民 -4 与 粮 眉 4'8' 重合 。 随 着, 图 
形 琴 和 屎 或 者 重合 ， 或 者 出 蕉 在 近 4B' 对 称 。 在 和 后面 这 种 情形 
下 ， 作 天 典 直 加 4'B' 的 双 射 ( 轴 寺 称 ) 就 可 以 使 阅 形 五 与 贺 形 到 
重合 。 定 理 已 被 证 阴 。 

从 证 明了 的 定理 直接 捧 弄 ， 为 了 用 射影 驶 贴 研究 于 面 上 合同 
图 形 ,就 应 该 进行 共 析 图 形 的 放牧 与 平行 移动 所 对 应 的 殉 何 变换 ， 
政论 及 它们 的 反射 或 轴 对 称 、 以 后 我 个 将 说 上 明 ， 以 上 所 说 的 所 有 
变换 可 以 妇 车 为 后 面 的 一 种 ,六 下 尽 射 。 因 此 ,我 们 着 手 用 可 以 看 
做 是 场 到 它 自 身 指 其 种 射 基 挛 避 同形 变换 ) 的 反射 来 研究 移动 。 

3， 反射 ， 或 炳 对 称 (图 250;。 我 们 汉族 文 过 到 这 种 变 措 , 已 
把 它 名 到 仿 射 透射 ($ 51) 或 污 税 仿 射 变换 自 。 这 种 透射 的 中 心 
5S 是 垂直 起 透射 轴 & 的 折 有 技 射线 44、BB，CC, … 的 非 固有 
点 。 回 想 垂 让 的 射影 定义 ($ 70), 我 们 可 以 褒 ， 丰 轴 对 称 情形 下 ， 
透射 中 心 S。 在 候 对 对 合理 对 凡 透 射 轴 S (也 吕 是 对 称 轴 ) 的 非 固 
有 点 S*-。 这 样 ,我 们 就 得 到 轴 对 称 ( 反 射 ) 的 射影 定义 : 

反射 是 仿 射 的 透射 ， 它 的 浊 辐 有 中 心 在 筷 对 对 合 要 对 应 透射 
轴 的 非 固有 点 。 

轴 对 称 的 莫 四 有 中 心 S。 和 和 贺 S 的 磋 因 有 可 %*. 都 是 非 固有 
直 粽 的 二 重点 、 非 回 有 直 绿 上 其 多 的 点 在 它 的 上 面 变更 位 置 〈 当 


2 第 六 章 射 嘻 示 何 、 优 里 雹 何 、 度 盟约 信众 及 它们 的 至 2 
然 ,保持 在 非 固有 让 和 绿 二 )。 征 这 时 我 们 需要 指出 轴 对 称 的 重 旨 性 
质 : 它 把 缀 对 对 合 的 每 对 对 频 点 变 为 同一 个 对 合 的 -村 对 应 点 。 
或 者 能 畦 地 襄 : 再 对 称 称 把 袍 对 对 合 变 为 它 ) 它 自 填 。 


250. 图 251. 


这 个 性 质 客 易 验 证 。 攀 对 对 合 的 对 应 点 对 4%, Bo 可 以 用 通 
过 它 俩 的 直线 到 -4 和 31 了 条 确定 《图 251)。 如 果 我 们 缀 使 在 千 
M4 和 以 B 垂直， 划 它 们 的 非 闫 有 点 是 稻 对 对 合 的 一 对 对 应 点 。 
反射 把 站 和食 玉 4 和 五 已 分 别 变 为 直线 -4 和 到 局 巧 且 显 然 : 

11.4 LM'B. 


直入 以 4 的 点 4 在 反射 师 对 应 次 各 以 '4 的 点 4 wj 站 稳 B 
的 点 B-. 在 反射 真 对 应 直 午 -MV'B 的 点 芒 ,.， 这 时 点 4。 和 在 
杷 对 对 合 幅 是 对 应 点 。 这 样 ， 移 对 对 合 的 点 对 变 为 同一 个 对 合 的 
点 对 (证 完 )。 

反射 的 这 个 性 质 表 肯 ，1, 射 应 该 岁入 租 成 全 {了 } 的 同 素 变 换 
内 。 

我 人 还 要 提 到 反射 的 分 一 个 重要 性 质 。 从 图 250 看 到 ， 三 角 
形 4BC 组 过 反射 以 后 变 为 三 角形 4'B8'C'。 这 时 角 转 方向 变 为 相 
反 的 (三 角形 4BC 的 正 迪 转变 为 三 角形 4'8'C' 的 负 这 转 )。 所 以 : 
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反射 把 网 形 的 万 向 变 为 相 汉 的 。 

研究 了 及 射 的 基本 性 先 与 它 的 射影 说 明 ( 是 全 {了 } 虚 的 同 素 
变换 ) 之 后 ,我 们 可 以 屿 到 对 旋 特 的 研究 上 。 

4. 旋 贿 (具有 固有 中 心 的 ) 在 初等 几何 守 , 旋 铺 定 义 为 场 到 
它 自身 的 一 种 变换 ,在 这 种 变换 下 ,从 点 S (旋转 中 心 ) 所 引 的 所 有 
点 的 癌 径 都 旋转 一 个 定 角 史 .已 知 大 小 和 方向 )。 

我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 

每 个 旋转 可 以 表示 成 亩 个 区 射 的 种 ， 请 上 且 一 个 区 射 的 轴 可 以 

证 明 假定 , 旋 屿 是 由 中 心 、 与 旋 情 角 罗 = Sa 所 决定 的 . 
假设 以 通过 点 5 的 直入 z 作 力 个 芭 射 的 朝 〈 图 252)。 指 定 平面 
的 任意 点 开 翡 上 且 进行 兵 育 轴 
xz 的 芭 射 变换 。 用 2 表示 
在 这 个 反射 下 点 双 所 变 成 的 
点 ， 引 上 且 用 聊 ' 表示 在 已 知 
旋转 下 点 必 所 变 成 的 点 ， 过 
贴 S 引 直 煌 7y 垂直 攻 直 义 
Mi '， 翡 甘 用 它 作为 第 二 
个 反射 的 轴 。 因 为 三 角形 

2 M1SM' 是 等 腰 的 ,所 以 它 的 

高 同时 是 它 的 中 狠 也 是 顶 角 的 李 分 穆 。 由 此 得 到 具有 轴 y 的 反射 
把 点 M1 变 为 以 '， 因 此 ,具有 轴 * 和 的 逐次 雨 个 有 反射 把 点 履 变 
为 点 MM'。 然 而 , 为 了 推断 所 提 到 的 雨 个 反射 能 代 赫 已 知 的 旋转 ， 
必须 证 明 无 论 我 们 设想 旋转 的 点 并 是 平面 上 哪个 点 ,第 二 个 轴 
也 是 保持 不 变 的 . 

固定 第 一 个 反射 的 轴 z. 於是 轴 z 和 2 所 构成 的 角 是 一 定 的 ， 
蓄 且 可 以 用 旋转 角 表 示 成 下 面 的 形状 : 
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Lr, p= /LNMtL Sy= 
= A a de Pd 8 一 常数 . 

由 此 断定 , 埋 7y 对 於 至 面前 下 青 点 乌 持 不 变 ， 所 以 ,已 知 旋转 
可 以 用 雨 个 射 来 代 规 . 荚 此 下 中 一 个 区 射 的 四 是 预先 选取 的 丰 
乏 z。 所 得 的 粘 果 可 及 起 东 成 下 面 的 符 吕 等 式 : 

Vm 9, «8,, 
这 里 , 字 屋 V 表示 旋 幅 , 面 字 计 S, 祠 5, 分别 娄 示 县 有 轴 x 和 Y 的 
反射 。 

我 们 绸 特 到 平行 移动 的 钙 宪 上 。 

5 于 行 移 副 ,或 内 训 非 加 训 中心 的 放晴 

我 们 把 举行 殉 动 理 
种 变换 把 场 的 所 有 点 于 
行 移动 同样 的 中 离 。 Et 
的 移动 由 向 量 MY 完 
至 确定 。 这 个 辣 量 由 做 
奉行 移动 问 量 。 

我 们 来 让 明定 理 : 

下 行 移动 悉 可 以 表 
示 成 雨 个 友 射 的 各 ,它们 的 相生 霸 堆 移 动 问 量 的 访问 , 意 且 其 中 一 
个 轴 可 以 任意 选取 。 

赴 明 ”假定 平行 移动 由 问 量 下 达 确定 。 我 们 取 重 直 於 直 狗 
MM' 的 任意 直 和 乡 x 作为 第 一 个 反射 的 四 (图 253)。 用 2 表示 在 
第 一 个 反射 下 点 政变 成 的 点 ， 用 年 直 放 丰 绿 率 且 通过 绿 段 
型 1 中 点 的 直线 2 作为 第 二 个 反射 的 则 这 时 及 射 5S; 把 点 政变 
为 点 Wi 而 反射 Sy 把 点 本: 变 为 点 羡 ” 我 个 来 证 明 , 第 一 个 反射 


网 253. 
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和 第 二 个 反射 的 轴 和 村 讼 直 A 志 的 久 有 由 保持 不 变 ， 为 了 这 个 目 
的 ， 固定 等 六 一 个 “及 射 再 t 的 [人 的 $ 站 日 . 证 阴部 二 5 二 个 反射 地 7 的 位 全 
与 点 于 全 的 取 法 佐 天 。 轴 z 到 二 的 听 雇 玉 Y 是 确定 的 ， 我 们 
有 : 


MM NTA Es i 


ar 
XY = 4. 


I 


由 此 可 知 , 对 秦 鸟 的 所 有 吐 。 入 二 加 ”是 不 变 的 ,而 且 有 具有 轴 
z 和 的 两 个 反射 与 玉 行 移动 也- 全 等 值 ， 

这 样 ,平行 移动 就 可 以 用 天 有 于 行 轴 (和 站 的 十 个 反射 合成 
的 变换 来 定义 。 但 是 ,我 们 已 加 知 洲 , 它 也 可 以 用 礼 中 心 S 的 场 的 
旋转 来 袁 示 ,这 惨 S 是 粗 成 反 身 的 碍 > 和 2 的 交点 。 

在 平行 秘 动 的 情形 下 ,反射 炸 的 安 点 是 非 加 有点, 我们 用 字母 
Sw 表示 它 。 从 射影 休 何 的 观点 采 看 ， 这 巧 不 是 特别 的 变换 。 因 
此 ,我 人 可 以 把 平行 移动 变 搞 贤人 旋 丹 内 。 用 V- 来 者 示 它 〈《 具 有 ， 


非 固 有 中 心 的 旋转 ): 
Wi. 


另 一 方面 , 在 $51 由 我 们 从 经 人 斌 究 过 ， 平 行 移动 是 其 有 非 固 
有 中 心 和 非 固有 轴 的 仿 射 透 射 ， 荐 然 ， 这 个 乏 射 的 非 固有 中 心 由 
移动 向 量 4 的 方向 确定 ， 同 上 时 旋转 的 并 国有 中 心 S$ 由 疝 量 
MM' 的 垂直 方向 决定 。 昌 此 我 们 断定 , 在 平行 移动 的 情形 下 ， 放 
转 的 非 固 有 中 心 SS、 在 筷 对 对 合 归 对 应 透射 的 非 因 有 中 心 S*。。 
这 个 注意 将 床 对 蕉 我 们 是 :有 用 的 

我 们 要 注意 旋 赎 (具有 固有 条 心 或 非 由 有 中 心 的 ) 的 下 面 一 些 
重要 性 里 。 

旋转 不 改变 平面 上 图 形 的 万 回 。 

事实 上 ， 旋 情 可 以 看 作 两 个 区 射 的 积 ， 因 为 每 个 反射 都 把 疝 
形 的 方向 变 为 相 芭 的 ， 耻 以 安全 网 种 保持 加 形 的 万 问 同 变换 前 - 
0 得 反 射 得了 让 的 位 置 自然 是 本 名 工人 关 到 渤 有 映 的 。 
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样 。 

现在 很 朋 申 ,如 昌平 面 革 有 两 个 同 向 的 合同 罚 形 , 旭 它 们 通过 
一 个 旋转 (共有 国有 中 心 或 非 问 有 中 心 的 ) 就 可 以 重合 ， 如 果 合 间 
圈 形 是 办 向 的 ， 则 利 表 旋 适 与 反射 就 可 以 使 它 个 重合， 这 个 箱 充 
使 前 而 提 注 的 孟 包 ~- 队 拉 定理 的 说 法 更 加 有 明确。 

6， 从 前 面 我 们 看 到 ,作为 合同 性 研究 的 根据 ,可 以 应 用 移动 ， 
也 就 是 使 合同 阅 形 骂 合 的 变换 。， 这 样 的 变换 是 旋 赎 ( 具 有 固有 中 
心 或 非 固有 中 心 的 ) 与 芭 射 ， 最 宁 学 已 纸 证 朋 过 的 ,所 有 这 些 变 换 
都 归结 为 反射 。 然 而 反射 是 包 合 在 莘 { 匠 } 自 而 有 具 特 殊 型 的 同 来 变 
换 。 因 此 ,在 普通 欧 交 里 待 磁 休 发 合 同 圆 形 的 研究 ,得 到 了 射影 观 
点 的 解释 。 这 就 使 我 们 能 够 月 普 台 形式 在 射影 平面 上 作 合 同性 的 
研究 。 

假定 ， 到 任意 坎 牧 作为 "大国 有 * 丐 各 (图 254)。 假 设 在 这 
条 直 牺 上 已 知 某 个 有 “条 
对 对 合 ” 作 用 的 棋 圆 型 对 
合 。 用 字母 4 4 看 ! Bi， 
B'。 表 示 这 个 对 合 的 两 个 
对 应 点 对 。 不 难 断 定 ， 可 
以 利用 场 的 同 素 变换 把 在 
乏 业 变 为 平面 的 非 固有 在 
各 ,而 椭圆 型 对 个 (du 4 小， 
(五 ， 妇 由 变 为 它 上 面 的 秽 3 
对 对 合 。 村 实 上 上 ， 乌 称 段 M54. 
L464 和 Bu B' 为 埋 径 作 册 个 癌 ， 北 入 用 公证 8@ 表示 它们 的 一 
个 交点 ， 伏 是 有 具有 中 心 S 而 下 把 站 午 z 变 为 非 固 有 站 入 的 任意 一 


四 国 为 4 和 BuB'vy 所 以 这 测 个 闻 黎 机 完 。 


=- 一 一 -一 


.eR 
个 透射 玫 取 已 知 的 刚玉 型 对 合 变 换 为 税 对 对 合 。 这 由 评点 的 作 
法 就 可 以 推 则 ,就 是 : 
SAv 1 St A SB LSB',. 

因此 淫 射 代 椭 图 型 对 合 季 种 对 二 ,A 砷 BB8%， 在 成 和 对 对 
合 的 点 对 4., 4 利 B,,B'.., 

顺便 指出 ， 我 们 用 过 了 下面 了 这 样 雨 个 点 中 的 一 个 作为 透射 
中 心 5, 从 它们 可 以 把 已 知 的 棋 图 型 对 合 投射 成 正 灾 对 合 \ 换 旬 施 
说 , 张 直角 的 对 合 )。 具 有 这 样 性 加 的 点 时 做 拉 盖 尔 (Laguerro) 同 。 
为 了 完 人 至 确定 这 个 透射 ， 只 此 答 册 透射 轴 沈 金 了 。、 这 个 透射 轴 可 
以 是 革 行 於 直 各 % 的 任何 直 各 因为 它 应 该 通过 直 贸 4 与 非 固有 
直 烷 一 一 的 对 应 直 称 一 一 的 交 贴 )。 

7. 炉 之 ， 为 了 实现 度量 几何 的 射影 形象 , 我 们 假设 答 定 的 平 
面 上 “ 移 对 形 ” 具 以 下 形式 。 


和 给 出 “ 非 回 有 ”让 
线 与 在 它 上 面 的 
“ 息 对 ?对 合 (图 255)。 
我 们 已 经 知 道 ， 为 了 
这 个 目的 ， 可 以 用 三 
面 上 的 任意 在线 和 在 
它 上 面 的 任意 一 个 已 
知 椭 且 型 对 合 。 我 们 
求证 阴 在 这 个 方案 凤 
可 以 实现 “反射 ”与 
“旋转 ”， 因 而 也 可 以 
实现 “合同 ”图形 的 作 
WW 2 阅 。 


图 255 类 明 在 上 其 有 轴 S 的 “ 汉 到 ”由 已 知 三 角形 456C 的 对 应 


第 六 章 “射影 尖 何 \ 仿 身 堪 何 , 度 攻 起 何以 及 官 们 的 台 01 


三 角形 4'8'0' 的 作法 ， 我 们 知 注 , 这 样 * 及 射 "的 “中 心 ”S 应 该 是 
反射 轴 S 的 “ 非 固有 ”点 在 直入 和 上 的 “ 弛 对 ”对 合 和 里 所 对 应 的 


“ 非 央 有 ”点 。 和 作出 这 样 的 点 SS 33)., 可 站 和 8S4, SC 和 SB 碍 旧 


在 它们 直面 找 虽 点 组 
S Aori, SBoB, SCoC 


的 第 四 调和 点 4', B" 和 (0 。 


图 256， 
题 然 , 在 这 些 条 件 下 , 下 名 44 ,BF 和 CC 是 反射 轴 S 的 慌 


和 线 ， 紫 上 且 这 些 绿 段 分 别 被 点 4 Bo 和 (0 和 分 ”。“ 反 射 ” 三 角形 
4B0 我 们 就 得 到 和 它 合同 的 三 角形 4'PC', 但 它们 是 黑 向 的 。 
对 他 的 迅 莫 。 事 关卡， 如 果品 4 对 应 点 


应 恋 注 意 ， “反射 ”是 对 1 
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44, 反 过 来 因为 点 4 也 是 点 组 六 464 揭 第 四 调和 点 ,点 全 也 对 应 
点 4。 因 此 ; 窜 次 重视“ 反 再 ?就 成 为 屋 等 变换 。 因 256 类 水 三 角 
形 48B0 炎 中 心 5S 的 旋 赎 ,这 个 旋 铂 由 十 次“ 反射 "所 和 粗 成 : 其中 一 
个 具有 辆 S ,而 另 一 个 具有 帆 %"， 轴 的 : 非 加 有 ?点 S; 和 Ss 在 
“ 非 固有 ”在 称 w 上 的 “ 息 对 ”对 合 寅 对 应 5 反射 ”的 中 心 S' 和 5S"。 
在 图 256 台所 作 的 三 角形 48C, A418C! 和 和 BC 从“ 度量 义 何 ” 
的 观点 来 看 , 它们 是 :合同 的 ”， 莫 且 其 中 国 个 (4BC 和 4'8"0") 
是 同 向 ,而 第 三 个 (4'B'C') 与 它们 民间 。 

不 难 想像 :平行 移动 ?是 县 有 : 非 四 有 ”中 心 的 :旋转 ”。 在 这 种 
情形 下 ,两 个 反射 的 珊 。 和 "相安 人 得 线 习 上 的 非 固有 点 S。 这 
样 ， 当 点 8; 和 5% 与 点 $ 重合 因而 中 8 和 8 也 重合 时 , 我 们 有 
“旋转 ”的 特殊 情形 。 这 精 果 使 整个 作 阅 简 蛙 化 。 

我 个 来 证 明 # 和 平行 ?移动 把 在 粮 变 为 与 它 * 和 平行" 的 和 在 粮 。 

假定 “下行 移动 "是 由 只 有 相交 南 * 非 固有 ”点 的 轴 和 s" 
的 十 个 “反射 ”所 确定 的 
( 圆 257)。 我 们 看 , 哪 条 在 
入 在 这 个 “下行 移动 * 下 对 
应 已 知 直 各 44,。 首 先 实 
行 第 一 个 “ 肥 射 "(共有 轴 
s' 的 )， 我 们 作 点 S 大“ 条 
对 ”对 合 灾 的 对 应 点 wx， 
过 贸 Se4“ 算 在 > 基 轴 8 
在 直线 Sus4 上 冰晶 点 4 
它 使 

园 257. (SAA44')=—1. 

这 时 点 二 丰 点 4 关於 在 午 s 的 :反射 > 点， 因此 ,第 一 个 < 反 

射 2 把 直 生 48'( 1) 变 为 在 绿 -04 )。， 


第 六 席 射影 郊 何 、 全 信和 对 几何、 度 隔 起 何以 及 它 倩 的 村 808 


第 二 个 :有 反射 所 具有 惠 的 ) 把 阳 二 变 为 点 4 莫 且 
(Bases A'") 一 -1 

所 以 ,直入 4 下 "” 变 为 证 加 4" 了"。 

我 们 来 证 有 明 , 饭 得 到 的 立 税 4" 于” “入行 " 座 已 知 次 科 44。, 也 
就 是 它 通过 直入 444 的 “ 非 国 窒 * 点 4 ， 为 了 让 明 , 我 们 来 研究 中 
心 在 点 和 了 工 "” 的 十 个 射 汪 各 束 。 射 绿 科 (Se 46, 4, 4') 构 成 四 
条 调和 射 称 ， 同 样 射 娱 习 “…Sw 4d44, 4", 4) 也 构成 四 条 调和 射线 。 
因此 可 以 看 作 它 们 是 对 应 射 梨 在 所 建立 的 线束 和 有 ”的 村 
应 蔓 , 射 绿 怀 开 ” 自身 对 应 (X' 4 对 应 了 ”4), 因此， 所 研究 的 入 
束 是 透 税 的 。 它 们 的 透视 各 是 非 固 有 ”直入 v， 因 为 对 应 射 穆 对 
Sr,X Se 和 开 44, 和 45 安放 这 条 直入 上 的 点 Se 入 。 出 此 
我 们 断定 对 应 射线 民 4 和 XX"4" 也 应 该 相交 於 “ 非 加 有” 直 绿 ” 
上 的 点 ,也 就 是 点 4u。 所 以 ,在 “平行 移动 ” 下 已 知 和 直线 44u 变 成 
的 直销 4 和 ”与 它 “ 在 行 % 证 完 )。 

这 样 为 了 实现 平面 上 的 “移动 * 所 需要 的 妈 何 变换 就 得 到 了 身 
影 的 定义 。 

它们 全都 应 该 同 入 不 改变 平面 * 先 对 形 ” 的 华 { 于 } 的 同 素 变换 
囊 。 

8 我 们 用 字 己 V 裘 示 # 许 转 2 变换 \ 其 有 固有 中 心 或 菲 回 有 中 
心 的 ), 而 用 字母 SS 表示“ 反射"， 这 时 ,核定 义 ,lit 已 知 图 形 和 经过 变 
换 Y 或 变换 V.S 所 得 到 的 周末 叶 做 已 知 图 形 的 "合同 ” 形 。 我 们 知 
道 ， 变换 VY 不 政变 玉 面 陪 开 的 万 癌 , 但 是 变换 V,'S 改变 图 形 的 方 
向 。 因 此 , 把 变换 六 也 时 做 池 一 种 “移动 '， 变换 VS 是 做 第 二 种 
“移动 "。 

我 们 水 证明 ,第 一 秘 “ 秽 劲 与 第 二 种 "移动 "构成 一 个 但 , 它 古 
上 度量 同 素 变 换 蔡 {也} 的 从 慰 姬 

为 此 ,我 们 只 比 断 定 所 丰 = 移 本 的 集合 ,也 苞 是 变换 YY 和 Ya5 
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的 集合 , 满足 $67 虹 所 贷 进 的 条 件 斌 够 了 。 我 们 按 它们 的 另 一 种 
顺序 修 别 来 研究 每 个 条 件 
1 . 焦 合 归 变 换 的 下 湖 足 车 合 渤 草 : 
因为 在 $ 67 灾 我 们 已 经 对 於 任意 同 素 变换 证 明 过 千 合 法 则 ， 
所 以 它 对 做 我 们 所 谢 “ 移 动 "的 变换 仍然 成 立 。 因 为 我 们 知道 ,“ 移 
动 ?属於 同 素 变 换 内 。 
2". 集合 的 所 人 恢 等 杰 澳 
这 样 的 变换 是 
V=S.S=S?:=1. 
事实 上 上 ,我们 知道 , 雨 次 重 被 六 届 就 导 至 屋 等 变换 。 
3°. 对 大 集会 的 每 个 变换 急 企 在 它 的 逆 委 澳 , 它 电导 其 这 个 集 
合 。 
”实际 上 ,我 们 知道 ,有 反射 的 朔 泽 换 还 是 同一 个 反射 ,也 就 是 : 
S-1==S; S?=1. 
因此 ,对 雁 形 状 像 了 =Si*S; 的 变换 , 它 的 道 变换 是 变换 
V-1=S..S,， 
这 很 容易 验证 ,因为 
Y.V-i-Si.S..S..5| -5 .SS 一 SS, 一 Ss = 1， 
对 庆 形 状 像 V.S= Si.S..S 的 变换 , 它 的 逢 变换 是 变换 


SeV-! 一 S.S..S. 
事实 上 : 


(V.S).(S.V-Dn=Si.Ss,S.S.S, ,Si= SS..Sz.S:.S; = 
=Si.S1.S: =S?= 1. 
4 .集合 内 任意 十 个 变换 的 积 还 是 这 个 集合 的 变换 ， 
从 下 面 的 想法 出 发 ， 这 是 很 容易 断定 的 ， 集 合 的 变换 或 者 是 
由 偶数 个 反射 \V= SS 钥 成 的 , 或 者 是 由 奇数 个 反射 (V.S= 
二 Si1*Sa*S) 各 成 的 。 因 此 ,它们 的 程 包 是正 倘 数 个 反射 或 奇数 个 反 
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射 组 成 的 ， 我 们 来 证 明 , 在 御 - 种 情形 下 , 这 些 变换 是 第 一 种 “ 秘 
动 〈VY), 而 在 第 二 种 展 形 下 , 则 是 第 二 种 :移动 ”。 

为 此 ,我 人 首先 御 断 任意 十 分 旋转 ”的 稳 也 是 旋转” 

设 Vi 和 Vs 是 南 个 任意 的 “旋转 ”， 用 S1 和 Ss 表示 这 十 个 旋 
转 的 中 心 。 用 字 野 5S 表示 其 有 轴 S15 的 “反射 ”"。 诬 是 ,已 知 的 “ 放 
转 ” 可 以 朋 示 成 下 面 的 形状 ( 参 阁 295 避 ): 

Vi=S1:S; V,=S.5,. 

“反射 ”3 和 S 的 辆 窑 易 侯 定 (参考 297 页 ), 臣 上 且 “反射 ”Si 的 
轴 可 以 由 迹 变 换 Vi 一 一 ss 六 待 ， 作 已 知 “旋转 ”Vi 和 Vs 的 棱 ， 
我 们 得 到 : 

VV BB 
就 是 某 个 “ 旋 贿 *。 现 在 就 不 难 对 於 任意 十 个 “移动 * 来 证 阴性 质 
4 了。 事实 上 ,我 们 人 涌 颖 襄 直 , 南 个 “移动 * 的 积 是 由 偶数 个 或 会 效 
个 “反射 ” 粗 成 的 。 在 第 一 种 情形 下 , 可 以 把 所 有 的 变换 从 为 “ 友 
射 ” 对 : 
(S1°S2) (Sse) S21) = VV VO =Y. 

所 以 , 辐 果 器 是 庭 转 第 一 种 “移动 *)。 

在 第 二 种 情形 下 ， 除 一 划 : 友 射 ? 二 以 外 还 另 有 一 个 “反射 ” 
显然 ,在 这 种 情形 下 作成 下 面 的 变换 : 

VV VD) S=V.S， 
也 就 是 得 到 第 二 种 “移动 ”。 

因为 我 们 所 彰 “ 移 动 ` 的 谱 换 集合 涡 足 所 有 的 条 件 1 一 4”, 所 
以 这 个 集合 构成 一 个 全， 把 它 叶 做“ 移动" 替 {W}。 

9 当 作 关於 较 形 “合同 ”的 研究 里， 我 们 必须 预先 研究 所 户 
“移动 ”的 友和 何 变换 。 现 在 我 们 可 以 看 作对 秦 所 有 :移动 "不 变 的 性 
质 而 引进 图 形 “ 合 同 ” 的 概念 。 

如 果 存 在 一 种 " 移 劲 ”, 它 把 图 形 正 变 为 图 形 媚 ,， 我 们 就 设 图 形 
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和 图 形 F"“ 合 同 ”。 

从 所 刘 “ 移 动 "的 变换 的 性 导 ， 可 以 推 得 并 庆 图形 “合同 "概念 
的 性 质 。 辟 如 从 屋 等 变换 可 以 石 作 是 “移动 "就 推 得 每 个 图形 和 它 
自身 合同 ， 
”假定 ,图 形 也 和 图 形 “合同 ”"。 按 定义 ， 这 就 是 说 存在 一 个 
“移动 "把 因 形 卫 变 为 加 形 所 ， 这 时 ， 像 我 们 所 看 到 的 , 也 存在 迹 
“移动 ” 把 图 形 了 ' 变 为 图 形 玉 ， 所 以 图 形 "也 和 图 形 了 “合同 ”。 
汰 是 我 们 得 到 图 形 合同 的 已 知性 宙 : 

如 果 赔 形 王 和 网 形 严 个 全 内， 草书 世 和 耳 合同 。 

其 次 , 设 较 形 了 和 图 形 玉 合同 ,而 网 形 拓 和 阅 形 7" 合同。 在 
这 种 情形 下 ,存在 把 较 形 了 变 为 r 的 :移动 ,也 存在 把 山形 Pr 变 
为 PF" 的“ 移动"。 这 南 个 “ 箭 动 * 的 各 把 加 形 了 变 为 ?"。 所 以 ， 图 
形 了 和 "也 是 “合同 的 ” 於 臣 我 们 得 到 下 面 赔 形 “ 合 同 * 的 性 质 : 

如 果 阅 形 五 各 风 形 "全国 , 量 赔 形 三 和 图形 7" 合同, 则 较 
形 了 和 了 " 也 是 “合同 的 

”这 样 ,我 们 可 以 作出 出 蕉 于 而 和 上 阅 形 :合同 ”的 研究 ,作为 射影 
妈 何 的 特殊 部 分 , 它 是 与 所 研究 的 插 殊 同类 变换 ("移动") 有 了 关 的 。 
而 这 样 同 素 变 换 又 是 与 下 面 的 宁 寺 形 ?， 也 就 是 与 * 非 渤 有 "次 牺 
和 它 上 面 的 楷 加 型 对 合 的 取 法 有 济 的 。 


$ 72， 射 影 观点 下 的 相似 图 形 
在 $70 点 我 们 研究 过 化 {对 } 的 变换 ， 也 就 是 不 破坏 平面 想 对 
形 的 同 素 变 换 ， 我 们 逢 明了 所 有 这 样 的 同 素 变 换 都 是 相似 变换 。 
反之 ,我 们 不 难看 出 : 每 个 相似 变换 岂 是 同 未 变换 疼 ，。 事实 上 , 相 
似 变换 把 直 统 变 为 直线 , 蓄 且 保持 在 绥 的 奉行 性 与 正 交 性 。 所 以， 
这 种 变换 是 把 袍 对 对 合 变 为 它 和 月 二 的 仿 射 同 素 变换 。 由 此 可 知 ， 
相似 变换 属 截 同 素 变换 符 { 开 }。 


第 大 章 “射影 的 何 、 优 儒 失 何 \ 度 量规 何 以 及 它 个 的 时。 307 


限定 ， 同 素 变 换 再 所: 角形 48C 变 为 相信 三 角形 C7( 关 
258)。 在 站 牧 4B 于 从 路 4 此 修 取 蘑 眉 -8;= 水 及 。 我 们 进行 中 
心 在 巾 4 亲 生 作 数 为 上 = 广 入 的 位 位 变换 。 在 这 个 位 丛 变 换 下 ， 
三 角形 480 变 为 和 三 角形 /0' 合同 的 三 角形 4B104。 由 此 看 
出 ,利用 南 个 同 素 变换 , 匈 记 二 角形 460 变换 为 三 角形 4B101 的 
位 仆 变 换 也 与 把 三 角形 4250 变换 为 三 角形 41B'0' 的 移动 W,， 
就 可 以 从 三 角形 480 变 到 三 角形 41B8'0'。 所 以 , 同 素 变 换 刀 可 以 
看 作 是 变换 H 和 W 
的 积 : 

M=H.W. (1) 

这 个 公式 表明 ， 
相似 变换 是 位 似 变换 
与 移动 的 程 。 位 但 变 


换 不 过 是 相似 变换 中 

当 移动 W 是 屋 等 变 

换 时 的 特殊 情形 。 事 5, 

实 上 ,在 这 种 情形 下 ,在 公式 ,1 革命 W=1 我 们 就 有 : 
Mm=H. 


由 此 可 知 ， 为 什 条 在 初 宇 要 何 要 常 把 位 伺 变换 是 做 有 相似 位 
年 的 相传 变换 。 

由 相位 变换 粗 成 的 全 {M}， 像 我 们 刚才 刊 明 的 , 它 可 以 钙 千 为 
位 似 变换 与 移动 。 因 此 , 我 们 可 以 说 , 度量 伴 { 思 含有 反射 、 位 似 
变换 以 及 它们 的 积 。 实 际 上 ,移动 是 反射 的 积 , 而 位 似 变 换 与 移动 
的 积 答 出 所 有 相似 变换 ,也 就 是 琴 { 古 ;的 变换 ， 

我 利 克 斯 克 菜 芮 (F. Klein)@ 合约 定义 过 初等 坡 何 是 关 放 变 
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换 夭 《到 } 与 关於 这 个 华 前 不 变 儿 的 猎 究 他 还 把 共 { 亚 》 时 做 丰 
萤 。 

以 上 所 有 的 得 刘表 上 明 ， 同 人 诬 给 位 网 形 的 旷 究 在 一 定 的 意义 上 
可 以 解释 为 射影 的 。 膏 以 用 一 般 形 式 在 射影 乐 而 下 作 这 种 研究 是 
可 能 的 。 


$ 73， 二 次 曲 儿 的 度量 性 搞 

在 第 五 章 押 人 骨 和 纸 建 六 了 二 次 则 千 的 射 觉 理论， 苦 中 包 偏 并 认 
所 有 同 来 变换 {K} 不 变 的 一 关 克 和 统 性 时 其 ,在 $ 59 里 还 研究 
过 二 次 曲 牺 的 仿 射 性 慎 二 次 眶 畦 的 仿 射 分 类 ,中 心 , 共 转 艳 径 等 
等 )。 这 些 性 质 只 是 在 构成 从 {A} 的 仿 射 同 丰 变 换 下 你 持 不 变 。 
现在 我 们 提出 疯 放 二 次 曲 罗 的 这 举 性 时 的 阅 题 ， 这 些 性 畦 只 是 对 
於 度量 同 天 变换 {了} 是 不 变 的 ， 也 咏 是 对 怜 使 下 面 上 税 对 形 不 变 
的 同 素 变换 保持 不 变 。- 次 曲 粮 名 这 样 性 禹 自然 叫做 度量 性 质 。 
.在 这 一 章 的 前 从 和 节 灾 所作 颇 二 概念 的 射 觉 说 明和 使 我 们 可 以 用 
。 一 般 射 影展 式 痢 述 二 砍 曲 入 度 最 
必修 研究 的 一 部 分 ， 就 像 在 这 一 
前 的 1. 和 2. 自 所 包含 的 ， 相 友 
过 ,包含 在 3. 和 4. 臭 的 部 分 衣 合 
於 在 添加 非 固有 站 入 的 欧 炙 里 得 
平面 上 进行 全 究 ， 因 为 那 伐 需 茧 

更 广泛 的 应 用 度量 概念 。 
L 三 交 曲 各 的 轴 。 玻 “是 
局 259. 下 面 夺 的 "* 非 固有 直 委 。 我 们 来 
研究 已 知 二 次 曲 缚 大 在 直 绿 4 直 丰碑 定 的 共 二 点 的 对 合 ( 圈 259)。 
设 4. 和 .4 是 这 个 对 全 的 一 斗 对 应 点 。 二 次 曲 乏 大 的- 中心 ”0 是 
“ 非 固 有 ”直入 2 的 极点 ， 址 绿 0 和 和 04 是 曲 久 上 的 共 塌 息 径 ， 
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这 就 是 说 ,点 4 是 “直径 204! 的 梅 点 ,点 44 是 :看 径 204。 的 极点 。 
通过 点 44 引 任意 直 绿 了 TV- 因为 直线 MTN 通过 “让 径 204, 的 极 
点 44, 所 以 它 与 这 个 “次 径 ” 共 屿 。 我 们 知道 ， “直径 ”“ 玉 分 "与 它 
共 示 的 直 乡 上 的 弦 ( 例 如 ,点 C 平 众 弦 ah) 用 射影 形式 可 以 表示 
为 等 式 : 

(MNAiC)=—1. 

稳 之 ,二 次 曲 入 上 的 每 个 “直径 "04 与 通过 它 的 标点 44 的 直 
粮 都 共 琶 ， 划 上 且 直径? 的“ 非 四 有 ”点 4, 与 它 的 极点 44 是 曲 穆 
在 “ 非 因 有" 直 和 缚 ， 上 所 确定 的 对 合 到 的 对 应 点 对 。 

二 葡 曲 综 的 直径 垂直 认 它 的 共 地 直线 ， 这 直径 就 叫做 曲 称 的 

轴 。 
”这 就 是 说 ,如果 :直径 ”04。 垂直 饼 通 过 它 的 极点 44 的 直 烙 
时 , 那 麻 04. 就 是 曲 统 大 的 碍 ， 因 为 根据 “垂直 ”的 射影 定义 ,通过 
契 对 对 合 齐 对 应 点 对 的 直 和 综 是 “垂直 的 ”, 所 以 只 有 在 点 4。 和 4: 
是 “ 契 对 对 合 ” 囊 对 应 点 的 由 形 下 ,，“ 丰 径 ”04 才 是 二 次 曲 稼 的 
“ 轴 "”。 因 此 , 求 二 次 曲 烷 机 的 半 题 就 变 为 求 已 知 二 次 曲 综 在 “ 非 固 
有 " 丰 精 上 所 确定 的 对 合 与 :向 对 ”对 合 的 公共 对 应 点 对 4。 和 4 
的 问题 。 换 名 话 设 ， 间 题 委 粘 为 求 这 丙 个 对 合 的 公共 点 对 。 因 为 
“ 移 对 ?对 合 是 风 圆 型 对 合 ， 所 以 根据 % 32 的 定理 , 在 “ 非 固有 "站 
和 烷 上 的 十 个 对 合 蝇 存在 一 个 公共 点 对 .因此 ， 求 二 次 曲 乡 的 轴 的 
问题 移 有 解 。 如 果 二 次 曲 剖 二 的“ 中心 ”0 是 下 面 上 的 “固有 ”点 
( 曲 粽 大 是 棋 辕 ,多 曲 称 ), 刚 问题 有 雨 个 解 ， 也 就 是 在 在 雨 个 直径 
满足 所 礁 定 的 条 件 。 如 果 了 曲线 大 的 “中心 "0 是 “ 非 因 有 "点 ( 曲 粮 
k 是 抛物 粽 ) , 则 只 存在 一 个 直径 是 曲 乏 的 “< 轴 ”。 

我 们 来 详 组 研究 这 南 种 情形 。 贺 259 展示 的 是 物 一 种 情形 。 
昌 线 的 “中 心 ” 0 是 <“ 固 有” 点， 假定 4 和 1 .45 是 曲 统 开 在 * 非 固有 ” 
站 牧 上 所 确定 的 对 合 自 或 是 在 “ 袍 对 ”对 合 中 都 是 对 应 点 对 ， 这 上 时 
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“直径 "044 和 04 旦 的 每 一 个 侣 号 二 次 曲 各 大 的 轴 ,， 事实 上 , 这 
两 个 “家 径 ” 慨 的 每 一 个 痢 “ 重 在 "了 论 与 它 共 吉 的 让 线 ， 特 别 是 重奏 
於 第 二 个 应 答 ， 我 们 来 研究 -在 译 ”Oh 且 儿 大 的 “四 ”在 绢 
04, 的 标点 是 点 44， 通 过 上 站 44 的 什 意 掀 线 下 六 “和 红 直 ” 蕉 <“ 轴 ” 
04.， 此 外 ,点 下 和 和 调和 人 外电 贴 已 和 4 这 加 是 说 ,二 次 师 共 天 
的 点 好 和 六 岩 於 “ 轴 >” 04 对 区 因此 曙 综 大 的 “ 轴 ” 同时 也 是 
“对 称 轴 ” 上 面 六 有 的 俭 进 同 昱 适用 南昌 织 的 十 个 一 由 ”0O4 和 
04。)。 至 於 点 4s 和 4 一 一 两 个 对 合 的 公共 点 一 一 的 作风 法 , 我 
俩 从 $ 32 的 定理 知道 , 可 以 化 为 芭 丰 和 绿 * 于 共 个 射影 对 应 的 二 重 
点 。 这 样 的 问题 看 $ 46 提 我 门 俏 经 研究 过 。 

如 果 曲 如 的 中心”0 是 “下 固有 ”中 , 岂 就 是 , 它 居 认 它 本 身 
的 极 入 x， 则 址 牺 与 二 次 虹 恕 园 苓 由 0O〈 图 260)。 这 时 曲线 是 
“ 抛 淘 牧 ”， 它 在 : 非 固有 "让 
牧 4 下 确 定 抛 狗 型 对 合 ， 甚 
中 形 宙 的 点 都 对 应 切 点 。 用 
字 奋 4 表 冰 切 点 。 用 .44 表 
示 在 “条 对 ”对 合 变 点 4, 的 
对 应 趾 。， 这 时 点 对 (4,, 44) 
是 这 两 个 对 合 的 对 应 畦 。 四 
此 作为 点 44 极 线 的 “这 径 ” 
-4 同时 也 是 二 次 曲 娘 ( 抛 
物 粮 ”) 的 “ 轴 ”， 事实 上 ,直径 ”4u4 与 通过 贴 44 的 将 各 共 辐 ,但 
这 些 直 和 缚 垂直 蕉 让 和 线 4.4 (抛物 积 的 翰 )， 特 别 是 ,直线 4:4 是 在 
“抛物 绿 的 “所 点 4" 重 直 ” 苍 “ 抛 吻 绿 ”的 轴 ” 4u4 的 团 穆 .“ 抛 
物 穆 ”的 “* 轴 ”4u4 同时 也 是 对 称 : 各 ”从 网 上 可 以 看 出: 抛物 绿 ” 
只 有 一 个 “ 翰 ”, 因 为 抛物 称 所 有 的 -直径 ?部 通过 * 非 因 有 ”点 4v。 

2. 二 次 曲 扣 的 度量 特性 则 我 们 来 研究 二 次 曲 狠 的 与 它 
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在 非 因 有 站 名 上 也 成 的 对 名 全 有 轩 的 度量 性 盾 。 假 定 ， 曲 牧民 与 
非 固有 在 线 安 讼 雨 个 中 Pe Cu 图 261)。 在 这 种 情形 下 ,用 和 缚 叫 
做 “ 双 上 曲线”(8 69)。 如 果品 和 @ 是 曲 线 大 在 : 非 固 有 ”直系 上 
所 构成 双 曲 型 对 合 的 二 重 中 ， 同 
时 还 是 “条 对 ”对 合理 的 对 应 沾 ， 
那 麻 曲线 大 昨 做 “等 边 双 曲 神 。 
ge 的 渐 近 剖 (27 ， 和 
互相 “垂直 ”。 这 种 度量 性 

{ 了 4) 的 同 素 变换 se 
但 是 在 仿 射 价 台 等 边 双 曲 簿 不 能 
从 双 曲 乏 类 型 衷 特 别 划 分 出 来 。 

我 们 看 一 看 ,二 次 曲 忽 人 ( 椭 a 
贺 ) 人 2 -下 俊 定 是 靖 轩 型 对 合 的 情形 。 这 个 对 合 
能 不 能 与 “ 袍 对 ”对 合 一 束 吕 ? 

二 区 曲 线 在 直 绿 了 所 航空 的 对 合 的 答 定 相当 蕉 曲 穆 与 直 粮 的 
丙 个 交点 的 给 定 ， 这 还 个 变 串 是 对 合 的 二 重点 。 因 此 归 使 二 浆 曲 
入 ( 李 图 ) 在 “ 非 因 有 ?下 委 趟 碎 定 “ 缀 对 ”对 合 等 礁 答 定 了 曲 寻 的 
雨 个 点 。 因 为 二 次 曲 如 由 王 个 由 确定 ， 所 以 剩 下 的 三 个 点 是 自由 
的 荡 且 可 己任 意 选 择 ， 但 必须 这 三 个 点 不 在 一 条 调和 线 了 而且 其 中 
的 任何 一 个 也 不 在 非 则 有 " 诺 千 和 % 上 。 

这 样 ,通过 平面 上 注 是 这 柱 条 件 的 人 牌 三 个 点 ， 可 又 作 叶 在 “ 非 
固有 "” 直 牧 上 确定 “ 咎 对 ”对 合 的 二 次 曲 伟 这 个 曲 释 时 做 贺 。 它 

居 太 “ 稀 图 "一 类 ,因为 : : 税 对 对 合 是 酉 加 型 的 。 

我 们 共 人 研究 “图 的 南 个 共 救 “ 褒 径 ”04 和 O4( 轩 262)。 
因为 黑 届 和 4 在 : 移 对 ?过 全 下 是 对 应 点 ,所 以 共 地 :直径 >?04. 和 
04。“ 吉 在"。 这 芹 的 是 -好 " 的 任意 一 对 在 和 。 根 据 这 个 ,加 "可 
以 定义 为 共 声 在 径 楼 成 :正安 ?对 合 的 . = 文昌 入 。 另 一 方面 ,我 
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俩 已 经 把 * 垂 让” 献 它 的 共 示 让 欣 的 :让 径 ? 叫 做 二 次 曲 粮 的 : 融 ”。 
由 此 可 知 ,图 ”的 每 个 “直径 都 是 炳 。 

因为 二 次 曲 称 的 :加 " 同 
时 也 是 曲 入 的 “对 称 轴 ”, 所 
已 关於 * 园 ?的 任意 “直径 ?的 
“反射 " 息 把 轩 变 为 它 本 身 ， 
但 它 的 方向 变 为 相反 的 。 

假定 , MP 入 Q 旺 “图” 
的 任意 十 个 “直径 ”( 阅 262)。 
直 穆 3 与 * 非 固有 ”但 穆 * 

eg 交 於 点 4'% 点 4 在 :条 对 ” 

对 合 训 对 应 点 4。。 因 此 ， 交 和 绪 O4。 是 x 轴 :*， 它 < 垂直 ?基线 束 4 
到 的 共 暂 直线 。 

如 果实 行 具有 轴 04, 的 :反射 ",， 出 点 政变 为 与 它 * 对 称 * 的 点 
N, 而 “直径 ?27P 变 为 "直径 >NQ 由 此 断定 ,= 直径 22P 和 NQ 是 
“合同 ”的 。 因 为 这 两 个 "直径 ?是 任意 选取 的 ,所 以 可 以 设 ,“ 圆 ?的 
所 有 “直径 "是 “合同 "的. 

以 “中 心 ”0 与 :图 ”上 的 年 意 点 到 作为 端点 的 称 段 OM 叫做 
“图 "的 “年 径 *。 过 “加 ”上 的 任何 点 引 它 的 * 咎 径 ?， 我 们 得 到 的 竺 
段 彼此 是 “合同 * 的 。 换 句 话说 : 

通过 -. 圆 … 中 心 的 所 有 直 统 被" 圆 : 稚 成 彼此 -合同 ”的 粮 段 。 

图 的 这 个 重要 的 度量 性 质 使 我 们 可 以 在 所 有 的 方向 上 放置 测 
量 牧 段 的 测 尺 ($ 74)。 

还 要 注意 ,入 辕 中 心 0 的 每 个 “旋转 ”, 把 图 变 为 它 术 身 ， 事 实 
上 ， 按 定义 ， 这 样 的 “ 旋 情 * 是 反射 轴 通 过 点 的 两 个 : 公 射 " 的 
积 。 但 是 ， 我 们 已 纸 知 道 , 每 个 这 样 的 :反射 "都 把 <: 图 ' 变 为 它 本 
身 。 
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我 们 知道 ， 二 次 由 缚 与 在 税 的 安 贴 是 旬 线 在 直线 上 所 确定 对 
合 的 二 重点 、 因 为 每 个 ` 圆 "部 在 非 固 冰 - 丰 绿 上 上 确定 “和 对 ”对 
合 , 所 以: 

平面 上 所 有 的 -加 "各 与 - 非 回 有” 衣 和 绿 变 评 “ 稳 对 "对 合 的 看 二 
重点 ， 我 们 把 这 样 典 二 重 站 命名 为 虑 略 点 。 

我 们 已 经 襄 过 ， 嫉 " 央 … hs, 心 的 "旋转 "把 贺 变 为 它 本 身 ， 因 
此 :加 ” 提 二 中 心 ” 与 加 了 的 诺 意 点 可 以 完全 俱 定 这 个 轩 ， 事 实 上 了， 
“ 国 ” 下 的 每 个 点 可 以 用 搁 忠 避 0 的 - 旋 旦 ?四 已 知 点 得 到 ， 

所 有 的 “图 ”者 削 过 平面 上 的 虎 * 图 ”点 , 因 此 ,确定 “图 ”位 置 的 
必要 有 充分 条 件 是 入 出 它 的 二 个 品 ( 寺 个 点 不 应 该 全 在 一 条 丰 义 
上 上 , 臣 且 其 中 任何 一 个 也 不 永 该 在 * 非 固有 "直销 了 三 个 已 知 点 
与 在 面 了 的 坪 个 虚 -: 贺 ?点 再 弃 促 定 二 头 曲线 一 一 :图 ”的 五 个 点 。 
作为 例子 我 们 来 解 下 面 的 肯 题 : 

已 知 * 非 因 有 ”让 称 与 它 秽 对 “对 合 ， 试 作 通 过 三 个 已 
知人 有 0 的 -大 的 “中心 风 269 ， 

这 个 间 题 射影 形式 的 解 
法 与 初等 友人 和 何 紧 的 普通 解法 
完 至 类似， 用 点 用 斑 分 “ 红 
4B”( 作 直入 4B 上 “ 非 因 
有 "点 的 第 四 调和 点 )。 通 过 
弦 4 瑟 的 -中 点 ”1 引 认 加 了 4 
的 “ 垂 线 ”3 《点 而 。 在 
:和 藻 对 ”对 合 监 对 应 点 并 vw) 
同样 ,通过 弦 至 C 的 “中 喇 2 引 
站 各 BC 的 : 重 绿 2” NAN 在 
系 和 六 Nu 的 交 上 0 就 让 所 求 通过 点 4,.B,C 的 "图 ?的 中心” 

3 二 坎 曲 稳 的 焦点 和 下 很 ， 忆 后 我 们 将 看 到 ,关於 二 裕 曲 粮 


图 263. 
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焦点 与 准 和 缚 的 研究 应 该 名 入 度量 克 何 训 ， 汪 种 们 何 研究 不 破坏 丕 
面 上 稳 对 形 的 同 素 变换 从 以及 上 关 认 这 种 从 不 挛 的 贺 形 性 览 。 

我 们 先 证 阴 下 面 的 斯 陶 特 畏 芭 定理 : 

如 果 4BC 是 二 次 曲 如 记 的 浴 区 三角形 , 邢 息 点 下 是 和 一 个 项 
点 共 塌 的 点 ,加 隘 精 束 必 与 二 角形 80 另 坪 个 质点 的 十 条 雷 稳 天 
於 明 入 大 共 地 ， 

设 有 二 次 曲 千 上 的 外 切 二 角形 130 ( 幸 264Y。 假 定点 开 与 
三 角形 的 顶点 C 共 吉 - 这 就 是 说 ,中 7 在 点 所 的 标 线 PW 人 上、 我 们 
来 研究 以 点 4 租 甩 为 中 心 的 页 个 社 求 ， 用 下 面 的 万 法 建 并 这 十 个 
入 束 长 让 绿 的 对 应 : 使 一 个 缚 
束 的 每 条 在 绿 对 应 第 二 个 弥 束 
用 的 共 坎 址 称 。 多 束 4 生 的 
这 样 对 度 是 射影 的 ， 因 为 一 个 
绿 束 (例如 ,入 束 4) 与 它 的 直 
狗 的 检点 点 列 是 射 觉 形 ， 同 时 
书 二 个 绿 束 《例如 ,入 束 五 ) 的 
让 绿 通过 对 应 称 点 ， 因 而 第 二 
个 猴 来 与 这 个 村 点 点 列 透 和 视 。 
澳 站 断 客 ， 粮 束 4 和 瑟 是 射影 
的 。 不 座 看 出 ,它们 同时 还 是 远 蚀 的 , 因为 公共 射 红 .45 自身 对 应 
( 切 各 48 的 标点 是 它 的 切 点 , 所 记 射 绿 4 瑟 对 应 射线 B4)。 我 们 
来 作 和 线束 4 和 瑟 的 透视 翰 为 此 ， 只 上 妥 求 出 这 十 个 名 束 的 订 对 对 
应 射 穆 就 可 以 ， 第 一 个 线 来 约 丰 各 :1C 对 应 第 二 个 移 束 梨 通 过 边 
4C 切 点 P 的 下 入 BP 同样 可 以 汉 现 另外 十 条 对 应 射 银 BC 和 
48 交 於 溉 50 的 切 点 必 因此 , 呈 己 祖 @ 聊 定 弥 东 4 和 1B 的 透视 
翰 ， 因 为 点 站 在 透视 轴 下 ,所 以 页 识 -4 和 2 是 入 束 4 和 8B 的 
对 应 射 穆 ,因而 它们 天 堆 二 次 则 夭 庆 共 否 (让 完 )。 


曲 绿 上 。 这 个 遇 入 在 每 条 直 级 千 催 定 汞 地 点 的 对 合 ， 巧 旦 在 每 个 
点 俱 定 共 连 在 午 和 的 对 合 ， 

定义 二 次 曲 委 玉 在 直面 上 的 某 个 点 所 俱 定 共 塌 在 各 的 对 合 
是 正 交 对 合 肝 , 则 这 个 时 时 做 帅 各 的 焦点 。 

现在 提 咏 如何 求 二 次 曲名 上 焦点 的 问题 、 这 个 间 题 的 解法 是 
逐渐 地 除 掉 帮 面 上 不 是 已 知 二 奖 曲 娘 焦 点 的 这 样 点 ， 娘 和 合 过 到 竹 
面 上 焦点 位 里 的 正 砍 的 决定 。 

假定 ,我 们 已 知 二 次 曲 各 。 按 焦点 的 定义 , 曲 入 外 部 的 点 
(也 就 是 从 这 样 的 颖 可 惨 引 此 和 独 的 十 条 切 各 ) 以 及 曲 各 上 的 点 ( 通 
过 每 个 这 样 的 点 可 以下 曲 寨 的 一 条 切 各 ) 帮 不 能 是 曲 如 大 的 焦点 。 
事实 上 ,在 曲 入 焦 点 的 共 瑟 在 积 对 合 是 正 灾 对 合 , 因 而 是 粮 剧 型 对 
合 。 所 忆 只 有 曲 穆 夺 内 部 的 站 才 
可 以 是 焦点 ， 因 为 只 有 在 这 性 点 
处 共 二 直 和 缚 构成 嵩 团 型 对 合 

假定 点 到 是 二 次 曲 绢 不 的 伟 
点 (图 265)。 通过 焦点 五 引 正 徙 
OF 。 按 焦点 的 定义 ， 与 站 符 UP 
共 百 的 直线 应 茂 与 0F 垂 在 。 由 
此 断定 直径 0F 是 曲 缚 丰 的 由 

如此， 焦点 在 三 丈 曲 绢 的 机 上 。 

为 了 更 正人 雁 的 决定 二 次 则 如 焦点 的 位 置 ， 我 们 引用 斯 陶 特 
的 辅助 定理 。 假 定 下 是 曲 称 大 的 仍 点 。 於是 直径 08 是 曲 粮 的 轴 。 
用 已 和 @ 表 示 轴 O 所 对 详 的 出 各 上 的 项 点 ( 轴 0F 与 曲 稼 大 的 交 
点 )。 因 为 是 曲 粮 内 部 的 目 , 所 以 大 点 PP 和 是 实 点 0 。 过 顶点 


@@ 这 种 情形 更 省 尽 的 论 活 ， 订 所在 -下 二 文昌 牧 . 工 对 合 的 让 验 ( 套 考 格 拉 沃 列 
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PP 和 Q@ 作 芒 久 PP4 袜 QB. 这 辣 杀 切 绿 应 该 乖 直 认 轴 OP , 是 轴 08 
的 共 申 站 绪 。 非 加 有 占 0 是 萌 GE( 或 PQ ,的 返点 。 慨 定 已 知 曲 
如 上 让 的 任意 切 凶 48B。 各 是 得 到 昭和 强 的 外 切 三 角形 4BC0.., 弛 是 
可 以 把 斯 陶 特 的 辅助 定理 应 有 户 到 这 个 三 角形 上 。 焦 点 卫 在 三 角形 
4BC 的 非 辐 有 项 点 Co 的 袜 牺 了 Q 上 ， 亚 且 与 这 个 顶点 共 琶 。 
根据 斯 陶 特 的 辅助 定理 ， 联 车 焦点 玉 与 外 切 三 角形 另 雨 个 顶点 的 
次 红 了 4 和 FB 应 该 戎 谍 曲 名 其 亚 ， 得 是 , 按 定 义 ,在 焦点 的 共 
应 站 娘 构 成 正 妆 对 合 。 因 此 吏 有 : 
FALYB. 

由 此 得 到 下 面 的 焦 i 

过 二 次 曲 缚 一 个 吉 上 的 所 个 总 砧 作 朋 ; 作 阴 性 条 : 切 贸 ， 它 们 在 另 一 条 
切线 上 了 上 截 得 的 线段 (47) oo 个 屿 于 的 焦点 i 必 所 对 的 角 是 是 直角 。 

另 一 方面 ， 也 可 以 背 定 这 个 售 题 的 逆 命 题 ， 如 果 在 二 次 曲 贸 
k 的 轴 PQ 上 找到 了 时 有 上 上 涝 性 换 的 点 卫 ， 草 这 个 点 就 是 曲 棕 大 
的 焦点 。 

事实 上 ,点 是 共 斩 直 和 绿 正 名 ee 
共 顽 而 且 正 交 的 将 红 :CF4,5B) 袜 (FPP,FCo) 决 定 

pr 
性 质 使 我 们 可 以 利用 盘 单 的 和 作 图 
法 求 得 焦点 在 轴 上 的 位 居 。 我 们 
村 於 椭 图 、 双 曲 娘 与 抛物 入 下 别 
术 进 行 这 种 作 立 - 

在 图 266 自 ， 设 有 一 个 李 图 
PQMN, 它 的 轴 是 直径 PQ 和 NN . 
过 椭 图 的 顶点 PP 和 Q@ 作 切 牧 P4 

和 Q@B, 闻 上 且 过 点 以 作 第 三 条 团 浏 4B, 这 时, 切 各 48 平行 於 LQ 
假定 PQ 是 椭 图 的 长 轴 (PQ=24), 并 N 是 它 的 短 轴 (MN=25)， 


区 266. 
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以 加 有 段 45 为 直径 作 圆 这 个 图 与 长 砷 PQ 安 认 十 个 点 天 和 了，， 
意 且 革 F== 和 FF;=a、 因 为 加 的 中 心 玉 到 轴 PQ 的 路 敲 小 蕉 贺 的 
咎 径 a( 按 上 腿 识 ) ,所 琉 妆 藻 六 入 了 是 实 点 牙 且 号 椭 图 的 焦点 , 事 
实 上， 从 点 如 看 了 到 切 强 令 4 端点 的 丰 绿 构成 直角 . 因而 六 
和 2 者 是正 交 对 合 的 中 心 , 也 就 是 棋 硬 的 焦点 

我 们 来 证 明 ， 所 得 到 的 棍 团 和 仿 点 与 读者 个 在 平面 解析 休 何 诺 
所 康 悉 的 焦点 是 一 放 的 。 为 此 ,只 要 计策 从 中 心 0 到 焦点 二 和 
药 中 离 就 可 以 。 用 C 表示 中 吉 071， 从 直角 三 角形 0F1M 就 可 以 
得 到 : 


OF? = FM2— ON’, 
或 c=02— bb; c= a—b2., 

焦点 za 被 确定 是 点 户 并 然 轴 -YA 的 对 称 点 。 所 得 到 的 俊 
式 表 明 ,点 也 和 了 就 是 在 解析 认 们 的 意义 下 椭 因 的 焦点 。 

如 果 利 用 类 似 的 作法 在 椭 图 的 短 珊 如 入 上 求 焦点 , 则 须 注 意 ， 
具有 中 心 牢 径 了 4=5 的 则 与 轴 浊 六 不 相交 。 因 此 在 短 轴 上 的 
焦点 是 虚 的 。 椭 图 只 在 长 轴 上 有 南 个 实 焦点 。 

国 的 情 形 ， 应 恋 该 
a=b 或 c=0, 也 就 是 依 
点 与 天 的 中 心 重 合 。 这 
个 结论 也 可 内 直接 推 
得 ， 就 是 根据 辐 的 共 塌 
得 径 构 成 正 变 对 合 。 吓 
以 图 的 中 心 是 焦点 。 

我 们 回 到 求 双 曲 各 
焦点 的 方法 上 (图 267)。 0 
双 曲 粽 的 共 蜀 直径 构成 双 申 型 对 合 ， 它 的 二 重 直 稼 是 新 近 和 入: 因 
此 双 曲 线 的 渐 近 符 应 贡 调 各 分隔 任 意 一 斗 共 地 直 径 ， 和 持 别 是 双 曙 


一 ae 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 
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称 的 十 个 轴 。 因 此 ,亲近 牧 关於 机 是 对 称 在 缚 。 

我 们 肖 纸 说 过 , 焦点 在 双 曲 绢 的 实惠 PQ 上 上 上。 它们 的 作 圈 法 ， 
可 以 利用 过 双 曲 绿 顶 点 尸 和 吧 的 切线 在 渐 近 线 上 所 截取 的 线段 
423。 因 为 根据 工 面 的 证 明 ,由 依 点 到 这 个 线 和 端点 的 在 椒 应 该 构 
成 直角 , 评 是 以 缚 段 48B 为 扯 径 作 图 ,小 且 用 fi 和 Fs 糙 示 它 与 双 
曲 贸 实 朝 PQ 的 交点 。 点 六 和 L's 是 共 示 直 和 线 的 正 交 对 合 的 中 心 ， 
也 就 是 双 曲 名 的 焦点 ， 用 *“ 类 水 焦 踏 路 离 的 一 秆 ， 也 就 是 OP 一 
二 了 20='; 用 4 表示 实 轴 的 - “和 个， 也 就 是 (名 =PO=a 巧 且 用 5 表 
示 在 项 点 的 切 绪 段 的 一 侍 ， 也 流 候 -AAP=BQ=5。 骸 是 从 三 角形 
04P 得 到 : 

04?=PA?+PO?, 

或 : 

c2 一 02 十 b23 c= a?+b2. 

这 就 是 优点 中 离 一 牢 的 表示 
式 ， 从 它 我 们 看 出 ， 所 得 到 的 点 在 
及 前 确 六 的 意义 下 (在 解析 凤 何 契 ) 
也 是 双 曲 绪 的 焦点 。 

我 们 再 转 到 抛物 系 ， 求 在 它 轴 
的 仿 点 ( 鸯 268)。 抛物 线 的 一 个 
项 点 Qo。 是非 加 有 点 ， 辐 中, 过 下 点 的 两 条 切线 是 丰 粮 P4 与 切 
於 抛物 综 上 非 固有 顶点 @. 的 开 问 有 直线 .任意 第 三 条 切线 4B。 
与 上 上面 提 到 的 两 条 切线 交 於 点.! 和 BB.. 刘 果 五 是 抛物 乏 的 能 点 ， 
则 射 绿 Z4 应 恋 息 看 放射 很 了 5。 但 是 射 绢 了 8B。 平行 夕 在 各 
4B-， 因 为 它 个 有 公共 非 固 有 站 500。 所 以 有 : 

FAl .lBoo. 

因此 ,要 作 抛 掏 贸 的 候 点 ， 先 下 抛物 绢 的 任意 一 条 切 绢 ,再 从 

这 条 切 旨 与 过 顶点 己 的 切 各 的 交点 4 作 堆 各 4 ,48 与 描 物 结 币 


园 268， 
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交友 A 光 皮 求 的 抛 鬼 称 优 点。 从 和 作 疼 法 可 以 看 出 ， 抛 物 乏 


应 该 注意 ， 吕 4 是 从 增 35 绢 焦点 回 折 取 的 切线 所 引 垂 穆 的 


垂 趾 。 变 动 垂 足 的 笃信 ,就 可 以 竺 到 上 下面 的 命题 : 


从 焦点 问 拟 移入 芍 切 绿 省 列 重 和 线 的 三 足 轨 点 是 过 抛物 线 顶 点 
的 切 绿 ， 

时 论 了 二 浆 曲 各 焦 束 的 洁 题 ， 我 们 再 引进 二 文昌 各 准 简 的 概 
坊 。 

二 次 曲 笋 的 每 个 焦点 车 是 某 条 直线 一 一 焦点 的 析 禹 一 一 所 
对 应 的 标 员 1。 这 样 的 在 加 中 小 一 次 曲名 的 准 称 。 对 於 每 个 优点 者 
有 它 的 准 各 ， 就 是 焦点 的 标 很 。 上 下 有 南 个 焦点 的 椭 图 与 双 曲 女 有 
璀 条 准 缚 。 具 有 一 个 优 引 的 
抛物 绿 , 有 一 条 准 绿 。 

每 条 淮 牺 的 位 次 很 窑 急 
确定 ， 淮 缚 是 优点 的 恒 狼 ， 
它 与 通过 焦点 的 任意 在 疾 共 
过 。 因 为 优点 在 二 次 曲 攻 的 
加 上 上 ， 所 以 这 个 优点 的 证 强 
与 则 绿 的 轴 共 辑 ， 因 而 正在 
评 轴 ， 准 绢 与 阳 各 轴 的 安 踢 05 应 该 是 焦点 加 关於 项 点 4 和 2B 的 
第 四 调和 点 。 

我 们 首先 研究 衡 罚 与 双 且 绿 的 情形 《十 个 项 点 4 和 B 都 是 下 
面 上 的 固有 串 ) .假定 ,我 刹 奸 完 伟 点 五 所 对 应 的 淮 绿 六 (图 269)。 
这 时 有 : 


图 269. 


4 34Gi 
bt = BG 


如 果 口 是 昌 名 的 中 心 ， 增 可 鳃 把 这 个 纶 例 式 改 宽 成 下 面 的 形 


a 一 
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状 : 

AO+OF: 40TOGi 

0 一 OOC3 一 0 
然后 注意 到 40=0B1， 则 应 有 

AGFOR 40 十 OG1 

4O 一 (OP OG—AO: 
由 此 再 化 篇 ,我 们 得 公 : 

A(2 = B= 0 O01 
在 这 个 公式 如 , 代 和 人 4f1== 260=4 和 0OF1=c, 就 有 : 


,2 
{Jry 一 了 ge 


(1) 


(2) 
这 就 是 由 出 线虫 心 到 在 薄 绢 (5 左 准 线 也 一 样 \ 呈 部 的 表示 式 。 
双 有 曲线 情形 ， 图 有 些 不 同 ( 园 270 但 是 公式 (2) 仍 然 成 立 、 


应 该 注意 ,对 庆 毛 图 


. 2 
(G7 一 ==0e -a 
i 


也 就 是 币 图 的 准 各 在 它 的 雨 个 转贴 外 侧 ， 
对 评 双 有 曲 各 有 


OG a? 他 
(A 0- nl 
1 eC < 


也 就 是 双 曲 线 的 准 禾 在 它 的 两 个 质点 之 间 : 


第 大便 ”射影 卡 何 、 仿 射 光 何 \ 度 最 烧 何 以 及 它们 的 轩 321 


抛物 入 的 准 线 ， 情 况 特别 简单 。 因 为 抛物 缚 的 一 个 项 点 是 非 
固有 点 Bco ， 所 以 抛物 入 的 曙 一 个 顶点 4 固有 质点 ) 应 该 焉 共 绿 
段 fG( 图 271)。 因 此 , 焦点 卫 与 准 烷 了 炉 与 抛物 缚 顶点 的 下 高 相 
等 。 还 要 注意 ， 图 的 焦点 与 中 
心 重合 ， 所 以 圆 的 准 称 是 非 辣 
有 站 稳 。 

4 看 作 由 中 的 二 交 曲 和 
在 这 一 季 砚 所 讨论 的 二 次 曲 牺 
度量 性 质 使 我 们 可 以 把 这 些 曲 
入 看 作 是 满足 已 知 规律 的 点 的 
轨 味 。 这 使 我 们 可 以 确定 所 研 
究 的 二 砍 曲 牧 与 在 解析 伙 何 代 图 271. 
研究 过 的 二 次 曲 迷 是 局 等 的 . 

假定 , 我 们 有 二 次 曲线 上 人 ， 它 的 焦点 到 对 应 淮 线 了 (图 272)。 
指定 曲 缚 不 的 任意 两 个 点 邓 和 4， 站 上 且 用 刁 表 示 制 线 了 3 与 淮 

Um Mr 和 绿 了 的 交点 。 其 次 在 点 戏 和 形 " 作 

曲线 的 切线 巧 且 用 书 表 示 它 们 的 交 

点 。 题 然 点 已 是 直线 到 寻 的 标点 。 

能 后, 引 让 和 线 PF 与 直线 2 交 放 
中 ,于 中 友 各 了 WH, FM"' 和 FR。 

直线 PF 通过 直线 33 ”和 
NN' (或 了) 的 标点 , 它 是 这 十 条 并 
丸 交 点 忆 的 极 乡 。 因 此 

CU2'RO)= 一 1. 
本 另 一 方面 , 直 综 AP 和 ZR 是 在 
焦点 五 处 的 正 交 对 合 的 共 王 直 税 CB 是 站 各 FP 的 极点 )。 办 此 
FP|FR, 


822 射 师 继 人 和 何 .a a 


但 是 ,如 果 四 条 调和 射 比 灾 有 两 条 射 铝 拭 相 和 戏 磺 , 则 它 侦 古 力 
一 对 射线 所 棒 成 的 角 的 ” ， 外 织 ， cns FQ 和 有 在 分 在线 
FM 和 FM 所 构成 的 条， 根据 这 个 号 可 丙 呈 | 

pal 
MN FH 
设 和 MN 和 六 IN' 是 从 W527 向 兴 和 粮 了 所 作 的 王 积 。 谎 是 : 


MR MN 
MR NN 


比较 这 十 个 红 例 式 就 得 到 
Faf MN 
Fa ALN’’ 


或 3 = 疝 w = 常数 ， (3) 
也 就 是 自 二 次 曲 入 上 任意 点 到 储 吕 的 中 高 (XY) 与 到 对 应 淮 粮 的 
公式 (3) 所 表示 的 定 比 ,证 者 失 解 析 末 何 左 早 就 知道 。 它 叫做 
二 其 曲 粮 的 高 心率 。 
设想 点 了 [是 二 文 曲 粮 二 的 而 点， 名 可 以 确定 离心 率 的 值 。 在 加 
这 种 情形 下 ， 四 MM 人 仿 加 与 淮 绎 的 当 : 议 小 有 简单 的 表示 式 。 辟 如 
对 於 梯 因 [注意 公式 (2)] 有 : 
FA OAOF Or 


A ee ts 
对 雁 双 出 织 用 类 位 方法 全: 


Pe | TO yy, re An 
== = = 2 本 
AA(s (1 (i = 性 


最 征 , 对 於 池 物 绿 : 
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一 一 一- 
一 一 me 


再 泪 到 间 269， 没 鳌 是 赂 此 的 任意 丫 ( 流 动 点) ,在 和 绿 MANi 扯 
直 放 人 准 和 绿 六 ， 於 是 就 有 : 

了 1 ,了 六 了 7 

了 


M+ FN 


Ea 
由 此 得 到 : MANI+HWAz”， 
2 2 
或 : nn 有 十 Fed -一 Ce ~, 人 1 :一 PR ed -3 机 - 。 二 240， 
M+ =9a. (4) 


这 就 得 到 了 椭 因 的 已 知 克 何 性 括 : 
椭圆 是 到 雨 个 定点 《优点 ) 的 路 融 之 和 是 常数 (24) 的 点 的 雪 
味 。 
在 双 曲 和 绿 的 情形 下 (图 270) 有 : 
FY FAM 


HN 二 万 一。 


A FIVN— FM 
由 此 得 到 : eg rt 
Ee a2 C .02 
或 : FM— FsM=ee ns Ni=e2., 2 
FMM=90. (5) 


双 曲 各 是 到 十 个 定点 (万 点 ) 的 距离 之 莽 是 常数 (2a) 的 点 的 轨 
跳 
最 和 后 , 在 抛物 各 的 情形 下 \ 阅 271) 有 : 
FA 
WM Tl 
或 : FMN=: MN (6) 
扫 物 绪 是 与 一 个 定 水 ( 殷 淘 名 的 人 怎 点 ) 和 一 条 定 直 和 线 ( 抛 萄 烛 
的 准 线 ) 等 路 网 的 品 的 属 味 


A A 


在 解析 炙 何 侨 可 以 用 二 次 曲 各 的 这 些 性 质 作 为 定义 ， 节 且 由 
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它们 半 出 曲 禾 的 最 简 方程 式 ， 竺 如 ,对 失 风 加 和 双 昌 和 绿 ( 图 269 和 
270) 用 曲 禹 的 忠心 O 作为 座 祭 诛 上 站 ,再 以 曲 乏 的 轴 作 为 座 标 珊 ,就 
能 导出 下 面 的 : 标 说 ”方程 式 : 


rz2 ?2 x2 2 
元 十 琴 =1( 椭 团 ); 吉 一 在 =1( 双 曲名). 


对 二 抛 物 缚 ( 贺 271) ,用 顶点 4 作为 座 祭 原点 ， 抛 移 绿 的 轴 作 
为 横 轴 ,过 顶点 的 切 粮 作为 纵 轴 ,就 能 得 到 “标准 ”万 蘑 式 : 
Y= 2p7. | 
这 样 ,除了 解析 凡 伯 [的 方法 以 外 ,也 可 能 用 和 综合 方法 讨论 本 省 
敏 述 的 二 次 曲 妹 。 


$ 74. 放 何 作 图 * 斯 丹 灿 图 

1. 在 $46 训 我 们 全 经 谈 过 利用 一 根 雷 尺 可 解 的 作 贺 问题。 
但 是 关 其 实现 这 样 作 图 的 条 件 问题 闭 时 还 不 能 研究 。 现 人 在， 固形 
的 仿 射 性 质 和 度量 性 质 已 经 竺 到 了 射影 的 说 明 ， 我 们 在 伙 何 作 贺 
与 作 疾 可 能 的 问题 上 就 可 以 建立 明确 前 看 法 。 如 果 用 一 - 般 的 射 党 
形式 进行 讨论 , 闭 砍 ,这 样 半 题 式 非 常 明 题 而 容易 理解. 

我 们 首先 回 局 ， 在 整个 例 述 过 程 昊 我 们 从 研究 过 的 用 一 想到 
尺 能 解 的 一 系列 的 一 诡 间 题 (G3 46) ， 但 其 中 没有 仿 射 性 置 与 度量 
性 质 的 问题 。 所 讲 过 的 于 些 间 题 神 是 在 射 凡 下 面 上 的 炎 休 作风。 
很 明 申 ,要 用 射影 解法 作 乎 而 上 优 射 性 置 的 问题 ,: 非 固有 "让 和 线 应 
该 预先 确定 。 因 此 ， 阅 题 的 假设 应 该 包含 和 “ 非 因 有 ”将 午 位 车 有 
并 的 条 件 。 

2. 平行 直入 对 。 假定 ， 在 平面 上 有 一 对 “在 行 ” 兰 加 4 和 6。 
(图 273)。 这 两 条 直 粮 的 交点 P， 是 “ 非 固有 ” 址 徐 妈 上 的 熙 ， 这 
桩 ,一 对 :再 行 " 直 穆 就 确定 : 非 四 有 ”直入 2 的 一 个 卡 , 但 蚌 下 穆 
在 其 它 方 面 是 不 确定 的 ， 也 就 是 它 可 以 是 牧 束 Ps 鼎 的 任意 一 -条 
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汽 狐 : 
在 这 些 条 件 下 ， 利 四 - 楼 在 斥 可 及 解 哪 -里 问题 呢 ? 题 然 ,与 
“ 非 固 有 ?点 P。 有 前 的 于 
些 仿 射 性 质 的 间 题 是 可 以 
解 的 。 我 们 举 伙 个 例子 : 
1) 通过 已 知 点 0 引 


直入 平行 去 已 知 在 贸 “。 区 
事实 上 ,站 各 CP, 就 
是 问题 的 解 。 


我 们 知道 天 下 分 "一 个 多 段 就 是 作 : 非 四 有 点 Po 项 讼 委 民 端 
点 于 ,NN 的 第 四 咕 和 品 @， 这 样 的 阅 题 剂 用 一 检 三 八 哎 可 以 解 
($ 30)。 

这 个 例子 右上 朋 , 假 设 与 求 作 鼎 换 ， 阐 题 也 是 可 能 的 ， 恬 如 , 驹 | 
果 已 知 站 各 4 于 的 绿 段 WA 被 点 05 玫 分 ， 则 直 妹 的 “ 非 因 宵 ” 贴 
P, 可 以 作 贺 , 它 就 是 点 外 了 月 这 品 七 到 ,YY 的 第 四 调和 点 。 因此 可 
以 作 :平行 ? 蕉 直线 a 的 
在 长 (ob c)。 

但 是 应 该 指出 ， 任 
意 在 绿 a 的 “ 手 行 "在 禹 
的 作 癌 是 不 可 能 的 ， 因 
为 “ 非 回 有 * 杞 各 嫉 可 以 
是 强 束 PP, 的 作 何 射 绢 ， 

二 因而 次 粮 a 的 : 非 轩 有 ” 
点 D, 是 不 健 定 的 。 
3 人 竺 行 四 边 形 、 峡 好 7 PE 名 假定 ,已 知 楼 成 “ 盏 行 四 边 


形 - 4BCD ( 辆 8 27 7 的 户 籽 … 人 小 和 -让 入 在 这 种 情形 下 ,我们 有 记 
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个 < 非 加 有 ?是 已 和 Qu, 它们 是 年 行 四 边 形 对 应 边 的 交点 。 这 时 
“ 非 固有 ”直线 Pu &, 完 双 确定 。 所 以 ,在 射影 关 傈 上 与 <“ 非 加 有 ” 
直 穆 有 了 关 的 叫 有 问题 ,利用 一 楼 琴 尺 就 可 以 解 。 我 们 举 久 个 例子 : 

1) 通过 帖 也 引 焉 稳 淮 千 行 礁 已 知 在 禾 9《 圈 274)。 

因为 在 级 和 的 非 加 有 中 a, 可 以 作 峰 

Cu 一 1 Xu, 

则 直线 FTGv 就 是 问题 的 解 

2) “ 寿 分 "任意 名 段 世 驴 (网 274)。 

要 解 这 个 问题 ,地 该 作 吕 G4 加 起 点 对 开 , N 的 第 四 诅 和 点 工 , 

4. 正方 形 . 正方形" 可 以 定义 为 痢 边 “垂直 ” 对 角 绿 也 “ 滩 
在” 的 -平行 四 边 形 ” 

设 4BCD 是 已 知 :正方 形 所 加 275)。 捧 是 对 边 4D 和 BC 确 
定 “ 非 固有 ”点 Pu 边 4B 和 DC 俱 定 * 非 固有 "点 PP 。 因为 直 牧 4D 


Dd 
增 PA 


和 4B “垂直 ”所 以 它们 的 - 非 固有 ”点 P， 和 Ps 是 直 粮 上 “ 息 对 ” 
对 合计 的 对 应 戏 。 对 敌对 角 绿 40 和 BD 的 : 非 因 有 ”点 Q 和 @: 
也 可 及 这 样 说 。 因 此 ,“ 非 四 有 :在 织 业 上 的 : 息 对 ?对 合 由 两 个 对 
应 点 对 


(Pi, PL) 和 (0,, 2) 
就 可 以 完 公 确定 。 
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这 个 事实 朋 明 ， 已 知 立 形 (让 方形 *) 可 以 确定 在 面 的 “ 移 对 
形 ”。 

假定 ,“ 正 方形 ”4B0CD 是 已 知 的 ( 圆 275)》， 才 是 利用 一 " 根 丰 
尺 就 可 以 解 按 射 影 形 式 朗 知道 三 面 上 “条 对 形 * 的 坊 些 阐 题 。 我 们 
举 欠 个 例子 : 

1) 已 知 站 各 9 与 点 玫 ， 坛 作 由 已 知 点 沁 到 已 知 直 粮 9 的 重 
精 。 
” 因为 “ 息 对 ”对 合 由 十 个 加 对 [(P,, P;) 和 (Qs, 81)] 确 定 ,所 以 
利用 一 根 直 尺 可 以 作 已 知 在 绢 9 的 “ 非 固 有 ”点 9 在“ 息 对 ”对 合 
竖 的 对 应 点 G4 (3 33)， 这 时 直线 MG; 就 是 所 求 的 (直线 9 的 ) 
“ 垂 线 ”。 事 实 上 ,在 线 且 G4 和 9 通过 * 移 对 ?对 合 的 对 应 点 。 

2) 二 倍 已 知 角 (e, 六 。 为 了 用 射 影 形式 答 出 这 个 问题 ,我 们 
在 普通 度量 内 人 的 条 件 下 来 研究 它 CM 276)。 设 5 是 已 知 角 的 项 
点 ，5 和 a 是 它 的 当当 二 们 已 知 角 
(a,5) 钱 ， 我 们 得 到 新 的 直 绪 “， 漆 且 s\l/ 
Lbe)=L(ab), 

所 以 ， 雷 入 5 是 角 (a,c) 的 入 分 
穆 。 年 直 认 5 的 直 如 必 是 角 (4,c) 的 
另 一 个 本 分 乏 。 起 是 就 归 有 : 

{acbd)=—1, 

也 就 是 所 要 求 的 直线。 是 直系 上 关於 本 
直 和 绪 5b 和 a 的 调和 共 斩 直入 

间 题 的 这 个 分析 说 有明, 如 果 已 知 一 个 正方 形 ,这 个 问题 就 可 以 
利用 一 根 直 尺 作出 。 事 实 上 ， 问 顾 图 275 的 条 件 ,我们 看 出 ,整个 
的 作 阅 只 需要 引 交 各。 通过 角 的 顶点 5 著 且 “垂直 ”其 已 知 直 入， 
的 过 绕 a 可 以 作 圆 ,作法 与 图 275 下 : 垂 称 ” 4G; 的 作法 类 似 。 然 
后 再 作 三 条 址 牺 : o ,2 的 包 四 调和 和 直 穆 。。 整个 作 圆 法 用 一 根 
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在 斥 就 可 以 完成 ， 显然 ， 用 类 侦 的 无 法 可 以 解 整数 倍 已 知 角 的 更 
一 般 间 题 ， 

5， 因 与 它 的 中 心 (斯 开 钠 作 同 法 )。 和 改定 ,已 知 射 影 本 面 上 的 
“图 ”zk 与 它 的 :中 心 2 0 图 277， 我 们 看 作 辐 * /的 所 有 旨 在 间 
肾 已 实际 作出 ， 也 就 是 蕊 知 的 汪 是 蕊 纸 呵 理 的 耻 绿 通过 :中 

‘yp 心 ”O 作 冯 下 霄 个 “在 径 ”A440 

和 和 BD， 然后 作 完 全 四 角形 
4PCD, 它 的 对 角 绢 点 是 “do 心 ” 
0 与 点 Pr 有 有 Pr、，Pu 和 PP! 确 
定 “ 非 则 有 ” 直 和 加， 就 是 已 知 
“加 ” 的 一 中心 ”0 的 标 绿 “让 
径 ”0P, 和 OP; 是 共 示 的 《【 因 
为 三 角形 0P, Ps。 是 配 概 三 角 
277. 形 )， 四 而 “ 丘 相 年 在 ”， 所 以 

“ 非 固 有 ”点 已 和 忆 在 和 契 对 ”对 合 坚 是 对 应 点 。 因 为 可 以 作 仁 
意 多 的 共 罩 “直径 ”对 ， 所 以 在 间 回 有 直 穆 ， 革 的 * 彻 对 ”对 合 实 
我 们 将 有 任意 多 的 对 应 点 对 “ 山 此 我 们 断定 ,已 知 * 加 ?与 它 的 * 中 


中 ,面临 入 的 位 六 还 是 任意 的 

所 有 这 些 重 芝 结论 帮 龙 完全 明 晤 的 。 

在 上 面 所 有 的 繁 述 俊生 ,很 明 是 ,已 知 画 好 的 一 个 “图 ”与 它 的 
< 中心 时， 就 能 解 在 已 知 一 个 正方形“ 的 情形 下 以 及 在 前 面 的 另 
两 种 情形 下 能 解 的 所 有 问题 “但 尼斯 凡生 次 先 发 现 ， 如 果 已 知 -一 
个 图 与 它 的 中 心 ， 则 利用 一 检点 尺 就 可 以 解 只 由 作 直 各 与 图 可 解 
的 所 有 一 艇 作 央 网 题 ， 电 就 是 六 在 信和 加 规 能 解 的 半 有 冉 是 ， 
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斯 丹 钠 的 这 个 重要 结果 .可 以 论 进 如 正 :用 让 及 与 圆规 完成 的 
每 个 凤 何 作 关 是 由 许多 作法 近 租 成 ,在 这 些 作 法 中 ， 除 谋 尺 作法 ， 
也 就 是 除 作 在 春 蕊 外， 还 包 合用 轩 规 的 作法 ， 和 后 而 的 这 些 最 和 终 卫 
车 为 决定 安 点 : 1) 贺 与 让 绢 的 安 点 和 分 十 个 辕 的 交 些 . 

如 果 能 证 明 上 面 提 到 的 南 种 作法 ， 当 有 了 一 个 已 知 且 与 它 的 
中 心 ( 斯 丹 纳 轩 ) 时 ,用 一 根 在 太 可 以 完 成 , 邯 订 斯 丹 灿 命题 就 证 阴 
了 。 自 然 ,这 时 在 作 了 图 宫 估 与 的 其 他 辕 由 它 自己 的 革 些 已 知 条 件 
例如, 中心 与 千 径 确定, 俱 不 能 实际 窜 画 出 〈 闪 为 团 规 的 使 用 已 
经 除 挥 )。 

我 们 转 到 第 一 种 作法 , 伐 定 已 知 图 的 中 心 0 与 它 的 一 个 点 4， 
要 作 这 个 圆 和 已 知 丰 神 了 的 和 余 目 (加 278)。 

六 为 平面 上 的 艳 对 形 可 玉昌 已 知 
的 斯 丹 旨 圆 砍 定 ， 所 以 利用 一 棚 谋 压 
我 们 就 可 以 作 图 (0, 二 于 的 什 总 多 个 
点 。 为 此 ,我 们 求 图 上 的 点 忆 它 是 点 
4 关於 点 对 0, 叉 , 的 调和 去 理 贴 ， 这 
里 No 表示 直 和 绿 04 的 井 轴 有点- 其 
次 ,通过 点 4 引 任 意 在 各 ,玉昌 从 点 B 
作 它 的 牌 绕 、 这 个 作法 用 一 棋 译 尺 就 
可 以 完成 ， 因 为 移 对 对 个 已 看 斯 丹 纳 
园 (与 图 377 比较) 完 休 俱 定 ”让 和 线 4 和 Ba 的 安 点 开局 评 网 
(0, 4) 如 此 ,就 可 以 作 (利用 -一 相 查 尺 ) 这 个 图 的 任意 多 个 点 。 不 
这 样 情形 下 , 圆 与 页 如 了 交 踊 的 作 图 号 成 为 在 和 46 时 用 最 一 能 形 
式 所 研究 的 问题 。 在 $ 46 天 已 弥 证 明 , 在 已 知 一 个 画 好 的 二 次 则 
粽 的 条 件 下 ， 半 题 用 一 极 丰 尺 就 可 以 解 。 这样 的 曲 入 在 现在 的 情 
形 下 就是 斯 丹 纳 图 。 

我 们 再 特 到 第 二 种 作法 : 加 279Y。 假 定 , 归 作 南 个 图 (Cu 41) 
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与 (0s, 42>) 的 交点 、 刘 果 能 竹 之 具 个 图 的 根 珊 P@， 屠 麻 这 个 问题 
就 名 和 结 为 前 面 的 问题 。 事实 了 上 ,这 昨 ,所 要 求 的 点 是 击 个 加 之 一 与 
根 轴 的 交点 。 我 们 宋 证 上 明 ， 利 用 ~- 相交 人 尺 林 以 作 检 珊 的 趾 。 联 娃 
第 一 个 回 的 点 41 与 第 二 个 轩 的 点 4。 求 站 入 4 二 ，j 书 知 图 的 
另 二 个 交点 41 和 434- 我 们 知道 ,点 41 和 45 的 作法 利用 一 棋 
过 尺 就 可 以 完成 ， 这 样 , 我 们 畜生 到 县 闻 根 轴 PQ 的 图 束 在 直 粮 
414， 上 构成 的 对 合 虹 的 珊 个 对 说 中 对 (1 4 人 门 与 ( 4s, .43)( 与 8S 34 
比较 )。 在 $ 34 虽说 有 明 过 , 国 的 要 轴 2 与 企 各 41 4s 交 於 对 合 的 
中 心 O -但 是 对 合 的 中 
心 0 可 以 作 图 (用 一 根 
并 尺 ), 它 是 直 牺 A414 上 
非 固有 点 的 对 应 点 。 这 
样 ， 就 可 以 作 根 朝 和 的 点 
0 ， 然 后 再 选取 十 个 轩 
的 其 他 点 对 代替 414， 

(我 们 知道 ,可 以 作 图 的 
任意 多 个 点 ), 求 根 珊 的 第 二 个 中 @ ， 因 此， 问题 就 晓 精 为 确定 一 
个 转 与 根 轴 的 交 上 贴 己 和 QQ。 当 已 知 平面 上 的 斯 丹 秽 加 时 ， 这 样 间 
题 利 用 一 根 直 尺 的 解法 我 们 已 经 针 究 过 这样， 斯 丹 纳 命题 就 被 
证 明 。 


$ 75， 煌 段 与 角 的 射影 度量 
在 $71 上 鼻 我 个 公 大 人 究 过 关於 阅 形 合同 的 理 褒 ， 把 合同 看 
作 是 在 所 留 移动 的 几何 变 换 下 不 信 的 性 付 。 孝 时 用 射影 形式 化 述 
所 有 的 问题 已 成 为 可能 -在 这 桩 一 般 射 影 的 摘 述 宕 ， 普 通 度量 休 
何 是 它 的 特殊 情形 ,“ 移 动 " 是 不 变 平面 了 …: 稳 对 形 ” 的 间 考 变换 。 


一 一 


[1 也 可 以 用 另 一 种 方法 : 从 可 O 阿 昨 入 OOs 入 下 入 。 
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我 们 知道 ,在 度量 要 伞 守 ;雨点 间 的 距 殊 与 雨 条 直入 关 的 角 是 “ 移 
动 ” 的 基本 不 变量 。 如 昌 我 们 此 把 这 些 概 念 锯 到 度量 克 何 的 射影 
知 构 训 , 形 麻 我 们 就 应 该 答 巴 它们 这 样 的 定义 ,使 它们 是 看 作 射 影 
变换 的 :移动 * 下 的 不 变量 ， 间 时 还 具有 普通 度量 驴 何 吾 同 样 概念 
的 性 质 。 

1， 首 先 我 们 来 研究 关於 线段 的 浏 量 问题 ， 假 定 ,在 平面 上 央 
定 “ 非 固有 "让 穆 * (图 280) 此 外 ,已 稚 义 彼 PQ 作为 测量 糠 段 的 
测 尽 ， 它 的 长 度 等 於 1。 是 

设 4B 是 我 们 此 进行 测量 

的 已 知 穆 段 。 在 让 线 -4B 上 
粮 可 以 作 和 线段 40 和 测 尺 入 
段 PQ “合同 ”。 为 此 可 以 探 
取 下 面 作法 :利用 直 禾 PO 和 
@4 的 '' 非 固有 ”点 作乐 行 四 
边 形 ” PO4F。 於 是 名 段 了 4 
就 和 和 粮 段 PQ “合同 ”。 dt 

再 解 以 下 问题 : 确定 “加 ”4. P) 在 粮 48 的 交点 。 在 两 个 
交点 中 选 出 一 个 (点 C )， 使 师 序 ACD, 与 顺序 43D 一 致 。 粮 段 
4C 和 测 尺 贸 段 PQ “合同 ”因此 它 的 长度” 等 敌 1。 

我 们 宁 研 究 后 面 四 个 贴 的 交 久 上 比 : 娘 段 48 的 端点 , 测 尺 点 C 
与 “ 非 固 有 ”点 DP、 这 四 个 路 按 4Ds 5C 顺序 的 交叉 比 对 做 粮 自 
AB 的 “所 度 六 : 


ba0 = ABON. 
我 们 来 说 上 明 ， 景 5 是 泗 通 度量 友人 条 上 牺 段 长 度 概念 的 射影 
的 通 形 。 
如 果 点 刀 与 C 重合, 则 心 有 : 
B40= .ANCC)=1. 


wo 


所 以 , 测 尺 绪 段 的 "长度 ”等 於 ], 这 是 应 该 的 。 
如 果 点 互 趋 近 评 “ 非 册 有 ”点 少 , 旭 得 到: 


san) my 
35 一 co 3 ->Di 蛙 ). 
因此 , 贸 段 的 一 个 端点 趋 近 亦 “ 非 固有 点 蛙 , 则 线 红 的 -长度 ” 
趋 近 於 扰 限 大 。 
最 和 后 证 阴 ， 用 普通 度 车 内 休 的 规定 榴 成 的 量 ;sz 与 称 眉 4B 
对 於 测量 单位 4C 的 度量 一 至， 


实际 上 , 存 这 些 假定 下 ,有 : 
2 _ pn .BOAY _B4 AB 
$48=(AD.BC)=(BCAD,)= | 六 三 和 二 0304 一 7 一 a 


不 难 断 定 , 这 肾 所 引 利 的 绿 让 的 射影 “度量 ”满足 加 法 法 则 。 

这 就 是 说 , 对 於 在 一 条 在 和 绿 上 的 三 个 点 4, 和 C0, 应 有 : 
42 十 ac 一 840. 

事实 上 , 息 可 以 作 符 而 的 同 未 变换 , 把 非 固有 ?” 直入 4 朗 为 下 
面 的 非 央 有 次 各 ， 而 且 使 < 非 上 重 有 站 各 ”上 的 梯 轩 型 对 合 变 为 袍 对 
对 合 ($71, 图 254)。 这 时 考 示 射影 形式 的 线段 度量 的 数 ;34p，5ec 
和 和 840 不 变 ， 同 时 它们 现在 该 是 普通 了 欧 伙 里 得 玫 何 哩 一 条 直 综 上 
三 个 点 对 应 的 距离 ,因而 应 该 涡 是 上 面 所 说 的 加 法 法 则 。 

由 此 看 出 ， 交 尺 比 ?ss 是 所 淆 求 的 表 水 穆 段 “长 度 ” 的 射影 形 
式 。 因 为 量 5848 不 但 与 已 知 结 段 的 端点 4, B 有 并, 还 与 测 尺 点 C 
以 及 “ 非 固有 ”点 Ds 有 了 关 , 所 以 它 在 不 变更 “ 非 固 有 ”将 各 而 此 “ 测 
矿 " 穆 段 变 为 它 的 “合同 ” 绢 段 的 这 样 同 素 变 换 下 保持 不 变 。 但 这 
样 的 同 素 变 换 孝 是 吏 动 ” 因此 可 以 说 ， 所得 到 的 牺 段 “长度 ” 
isn 对 去 所 有 的 :移动 ?中 保 持 不 伙 的 。 

2、 皇 转 到 角 的 度量 的 对 影 定义 像 对 执 南 点 疝 的 距离 射影 
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“一般 化 时 探 用 四 个 点 的 交叉 比 一 样 ， 为 了 用 射影 形式 来 定义 角 的 
度量 ,我 们 用 通过 角 顶 的 四 条 射 问 的 安 义 比 ， 

四 杀 射 缚 中 的 十 条 是 角 的 沁 , 而 另 抽 条 是 所 销 示 向 站 入 ,也 就 
十 汉 过 非 四 有 虚 各 上 虚 司 哩 的 虚 直 各 ($ 738)@ 。 为 了 作成 这 四 条 
站 狠 的 交叉 比 ， 我 们 利用 座 标 法 。 用 角 的 一 个 边 作 为 信 卡 儿 站 角 
座 标 系 的 轴 OX， 角 项 作为 座 祭 原点 0 ， 第 二 个 边 的 方程 式 形状 
可 以 写成 y=kz (图 281)， 

为 了 求 迷 问 直线 的 方 御 
式 , 应 该 注意 ,它们 通过 共有 任 
意 牛 径 的 图 3? 十 姑 =7? 与 非 因 
有 让 和 绿 的 交点 ， 也 就 是 通过 虎 
图 点 .为 了 确定 席 园 点 ,把 贺 廊 
程式 改 寓 为 齐 次 座 标 方程 式 : 

2Z2 十 2 一 ?2812 
七 且 分 其 中 的 t 一 0。 斌 是 访 有 
12 十 ?2 一 0， 
这 个 方程 式 表 示 一 对 感 的 述 向 在 禹 : 
(z+ x—iy)=0, 
它 倘 和 的 方程 式 可 以 改 寅 成 下 条 的 形状 : 
4 一 tr 1 一 一 和 

把 这 证 条 在 线 看 作 正安 对 合 的 二 各 和 拥 乡 ， 也 可 以 求 出 它 个 的 
方 穆 式 。 因 为 正 交 对 合 代 对 应 直 和 绿 的 角 傈 数 与 垂直 条 件 相 关联， 
站) ; 


团 281. 


人 。 作 十 1 一 0. 
谍 是 ， 对 廊 X “各 在 如 ,就 有 : 
人 十 1=0 束 对 二 一 1 一 士 1 一 1= 士 +。 


和 罗 上 税 岂可 以 定 义 困 下 区 对 合 的 盛 二 重 目 烷 。 


Bs 
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我 们 就 得 到 了 迷 向 让 名 的 角 傈 数 
这 样 ,我 们 有 通过 已 知 角 下 的 四 条 在 绢 : 
角 的 边 ; _ ? 述 问 拥 独 ， 
y=0 | Y= — 
按 $ 35 的 公式 (2), 用 它们 的 角 你 数 作 得 它们 的 交 义 上 比 : 
oct EY Rd NY 
0 一 0i 8 1 一 这 
注意 角 傈 数 = tg = ,我 们 就 得 到 v 用 已 知 角 ? 的 下 
示 式 : 


D 


_ oogs P+isinp 
cos 中 一 LS 邦 ” 


应 用 欧 拉 公 式 eos P+isin 2=e", 划 得 到 : 


vy 


et? 
二 一 2219 
站 


从 这 个 等 式 , 用 四 条 丰 和 多 的 安 义 比 疡 可 以 把 角 史 表示 成 下 面 

的 形状 : 
p= ln v. 

这 个 公式 是 拉 盖 尔 (Laguerre ) 发 现 的 , 因此 对 做 拉 盖 尔 公式 。 
拉 盖 尔 公 式 给 册 射 影 形式 的 乔 的 度量 表示 式 , 也 就 是 ,用 通过 角 顶 
的 四 条 直 和 线 ( 角 的 边 与 十 条 迷 向 和 在 可) 的 交叉 比 的 才 示 式 。 因 此 任 
意 雨 个 角 的 相应 交叉 比 和 相等 时 , 则 它 个 是 相等 的 ， 

前 克 季 丢 已 经 证 明 ， 移 动 是 把 绝对 对 全 在 为 它 自身 的 同 来 变 
换 ;这 时 虚 贺 点 (二 重点 ) 变 为 它 自 身 ， 四 此 可 知 , 在 所 有 的 秘 动 下 
迷 问 直 粽 还 对 应 迷 向 直线 。 换 们 品 谨 , 交 文 比 z 不 变 。 因 此 ,所 得 
射影 形式 的 角 的 度量 是 平面 艳 劲 从 的 不 变 最 。 


$$ 76， 伪 难 截 竺 
假定 ， 在 平面 上 我 们 有 -次 曲 禄 六: 加 232) 从 空间 的 任 
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一 一 -- 


意 点 S (不 忆 於 平面 名 ) 向 这 个 曲 牺 投射 下 积 。 所 得 投射 禹 的 集合 
叫做 二 次 刍 而 。 点 S 叫 侈 记 而 的 摧 只 点 ， 时 委 大 时 做 锥 面 的 导 千 , 投 
射 入 中 做 外 面 的 侠 各 。 我 们 全 证 明 : 

二 次 鲍 面 的 每 个 全 而 稚 织 四 二 次 曲 绕 . 

设 @ 是 稚 乐 而 . 我 们 知道 ， 从 上 临 绿 冯 的 任意 十 个 点 向 这 个 曲 
桩 投射 直 义 可 以 作 成 请 个 射 凡 纤 束 。 设 吕 和 Sa 是 这 十 个 稳 束 的 


省 282. 


中 心 . 这 时 SI 和 8S2 开 是 这 出 个 线 东 的 对 应 射 穆 。 在 利用 从 中 
心 闪 的 中 心 射影 所 建立 的 平面 巴 和 @' 的 透 秽 同志 变 换 儒 , 曲 统 尼 
可 以 看 做 是 曲 狠 天 人 关 焉 射影 贸 束 S1 和 Ss 对 应 平面 
o' 上 的 射影 如 东 S; 看 1 Ss 各 束 Sf 和 Ss 的 对 上 应 直 糙 交点 的 轨 
中 是 二 次 曲 各 太 。 如 此 ,一 a 直面 截 各 是 二 次 曲 贸 . 特 
别 是 ， 通 过 锥 面 顺 点 5 的 下 曾 与 锥 面 交 礁 十 条 直入 一 锥 面 的 侠 
徐 。 因 此 ,在 这 种 情形 下 ,二 次 昌 如 及 分 解 为 一 对 直入 。 
根据 在 这 一 节 中 答 出 的 一 天 雏 面 定义 : 


836 时 


每 个 二 次 用 各 是 二 次 锥 而 的 朱 而 截 架 
所 以 这 南 个 概念 是 完 笃 相间 的 ， 因 而 二 文 邮 禹 常常 叫做 如 锥 
通过 雏 而 的 质点 S 作 一 


位 置 。 

如 了 直线 与 曲 绿 闻 
交 度 十 个 点 图 2835 ), 则 
平面 o* 与 雏 面 交大 平行 
评 和 平面 o 的 雨 条 有 尽 生 - 办 
此 , 园 欠 截 生 大 有 雨 个 非 
固有 点 ，%" 是 双 曲 如。 如 
果 南 红 5 与 曲 统 大 相 切 
( 圈 284) , 则 平面 o* 与 匆 
面 切 於 竹 行 於 下 面 ”的 
图 穆 。 这 时 因 欠 截 各 上 有 


洪 何 学 


个 入 而 o* 太行 诚 截 斑 面 "出 薄 面 


o* 就 窑 易 定 册 圆锥 截 各 的 开 
天 在 不 面 2* 上 二 次 骏 面 的 
丝 乏 是 然 平 行 臣 在 面 o 。 奉 面 
o' 与 这 些 厚 线 交 优 非 回 有 点 ， 
它 俩 也 是 由 平面 @' 所 构成 的 加 
詹 瞧 稼 的 非 固有 点 通过 二 欢 
铁 面 据点 的 竺 面 可 能 与 雏 面 交 
於 南 条 母 误 ， 一 条 入 线 或 者 与 
它 只 有 一 个 公共 点 - -人 雏 面 的 
看 点 .这 三 种 情形 对 应 平面 o* 
在 wm 于 构成 的 哉 彰 s 对 於 半 穆 

二 次 申 牺 ) 面 言 的 各 种 不 同 
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i 

最 后 ， 如 果 平 面 o* 硬 和 下身. 上 构成 的 三 疫 s 与 遵 各 上 没有 
公共 点 , 央 显 然 不 在 在 王 行 诬 淮 面 @ 的 以 各 。 这 就 是 说 ， 轩 锥 稚 
入 的 所 有 点 部 是 固有 点 ,而 个 是 梯 图 \ 阅 285)。 
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图 285. 


$ 77. 空间 射影 狼 何 、 仿 射 绕 何 及 度量 线 何 

1， 我 们 全 经 研究 过 竺 面 射影 伙 何 、 仿 射 龙 何 与 度量 倪 何 的 从 
以及 在 各 种 每 的 变换 下 你 持 不 变 的 图 形 性 质 ， 在 这 些 季 章 论 述 时 
已 经 确定 了 ， 射 影 休 何 钙 罕 琵 何 癌 形 在 场 到 它 自身 的 任意 同 灰 变 
换 下 保持 不 变 的 那些 性 置 。 我 们 从 射 彩 仑 何 所 有 同 索 变换 的 从 
{K} 再 划 下 出 把 非 固 有 址 积 变 为 它 自 对 的 仿 射 同 来 变换 从 届 便 
{A}。 所 研究 的 在 这 样 同 素 变换 下 不 变 的 阁 形 性 质 , 棒 成 仿 射 厅 何 
的 对 象 ， 共 次 从 仿 射 同 索 变 搞 的 符 {A} 义 刘 分 出 不 变 平 面 上 上 袍 对 
形 的 度量 同 索 变换 从 店 革 《M} ”还 说 朋 过 ， 普 通 度 量 友 何 研究 于 
於 蔡 {了 } 不 变 的 阅 形 性 竖 , 像 癌 形 的 相似 性 必 ,或 只 在 对 {可 } 的 茶 
一 部 分 变换 (它们 也 构成 变换 特 ) 下 不 变 的 那些 回 形 性 氮 ， 像 关於 
移动 全 {W} 不 变 的 性 质 , 也 就 是 关於 加 形 合同 性 的 研究 。 


838 射 NG 地 何 学 


从 这 种 观点 来 看 ,其 有 和 从 { 作 } 的 射影 优 何 有 最 普 逼 的 性 质 ， 甚 
次 是 具有 估 {A} 的 仿 射 色 个 ， 再 芭 次 是 共和 举 { 台 的 用 似 度量 末 何 ， 
最 后 是 共 斧 {W} 的 形 动 (合同 性 于 究 ) 度 量 复 位 。 和 后 面 的 -个 变换 
谷 息 是 它 前 面 的 从 房 玖 ,因此 它们 可 又 挤 知 成 下 而 的 睹 序 : 
{K}o{A}E{M}E{W} . 

由 类 位 的 方法 可 以 讨论 空 司 人 梧 它 白 各 的 射影 变换 华 ， 夷 且 可 
以 作出 射影 观点 下 的 射 觉 色 何 、 信 对 炙 何 以 及 度量 多 何 的 研究 ， 

在 这 一 节 昌 ,请 过 对 评 径 草拟 定 的 规 曾 构造 的 革 些 特点 之 后， 
我 们 也 研究 这 些 问题 ， 

2， 空 间 前 每 个 点 变 为 同 - 公 曙 的 点 ,每 个 平 而 也 变 为 同 -- 宏 
间 的 平面 , 赣 旧 一 个 平面 了 的 点 变 为 对 应 至 面 上 的 点 ,这 样 实 间 元 
类 的 末 何 变换 时 做 空间 到 它 自 半 的 邮 素 变换 。 在 这 个 定义 下 ， 在 
狠 ( 看 作 态 於 基 十 个 斑 面 的 目的 琐 味 ) 变 为 直入 ( 层 秦 十 个 对 应 平 
面 的 点 的 轨 跻 )。 

从 侍 间 公 它 自身 的 同 素 变换 的 定义 ， 可 以 间 出 它 的 一 系列 的 
性 质 。 我 们 仅 计 下面 一 些 同 素 朗 换 的 重 区 性质: 

在 空间 到 它 自 身 的 同 赤 变 局 下 ,每 个 场 变 为 同 素 对 应 场 , 意 且 
每 个 扎 变 为 同 素 对 应 把 。 事 实 下 ,在 空间 的 同 素 变 换 下 , 玉 面 @ 变 
为 下 面 @'。 这 时 ,第 一 个 于 面 移 每 个 点 变 为 第 二 个 再 面 的 对 应 点 ， 
平面 呈 的 每 条 丰 和 统 变 为 平面 %' 的 站 各。 最 和 后 接合 元 素 变 为 接合 
元 素 。 因 此 , 场 变 为 场 @' 的 坚 换 是 同 素 的 ， 关 於 把 也 可 作 同 样 
的 论证 。 

空间 所 有 同 素 变换 的 集合 构成 变换 居 {K} ， 完 至 仿照 $67 看 
对 於 玉 面 上 疗 素 变换 全 所 作 的 讨论 .就 很 容易 断定 这 个 事实 ， 

换 区 {K} 下 图 形 不 变性 质 的 一 个 学 村 。 
3， 把 非 固有 平面 变 为 它 自身 的 室 间 同 素 变换 叫做 仿 射 变换 。 
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从 这 个 定义 可 知 ， 每 个 山 吕 在 容 间 的 仿 射 变换 下 变 为 仿 射 对 
应 场 @'。 

直 闵 点 刻 变 为 仿 射 对 应 只 划 ， 也 就 是 很 似 点 刘 ， 空 间 所 有 仿 
射 变换 的 集合 构成 让 换 硬 {A}, 它 是 华 {K} 的 从 届 奉 ， 读 者 们 不 难 
独立 地 作出 相当 的 论证 ( 比 翌 368)。 

研究 在 空间 仿 射 变换 下 周 形 不 变性 质 的 条 何 岂 做 仿 射 亲 何 。 

4 为 了 进行 下 一 步 , 我 们 斌 究 把 捍 直 义 与 后 面 的 正 交 配 标 对 
应 。 这 样 的 配 概 对 应 我 们 在 和 58 虹 伯 多 过 到 过 。 我 们 该 想到 , 这 
种 对 应 是 像 下 面 这 样 定义 的 设 QQ 是 把 的 中 心 。 这 时 局 大 把 Q 
的 每 条 次 各 对 应 同一 个 把 蜗 咪 在 於 它 的 一 个 三 面 ， 每 个 于 面 对 应 
垂直 座 它 的 一 条 站 和 红 。 在 $53 实 还 说 明 过 , 正 交配 醚 对 应 (在 把 0 
中 ) 的 每 个 太 截 影 是 在 截 平 面 上 县 有 虚 基 本 二 次 曲 综 的 点 与 直入 
的 配 标 对 应 。 特 别 是 ， 在 空 甩 的 非 固有 到 面 上 也 有 这 种 矣 型 的 配 
极 对 应 ,我 们 把 它 叶 做 先 对 配 桥 对 放 ， 非 固有 和 下面 与 它 上 面 的 和 
对 配 极 对 应 (具有 碟 具 本 二 次 出 给 的 ) 合 起 这 叶 做 空间 的 移 对 形 。 

我 们 注意 下 面 的 重 区 情 部 过 
是 任意 簿 面 \ 国 236) 起 忆 上 面 4% 
任意 指定 一 点 4， 菲 其 通过 :任意 
引 一 条 直线 a ， 通 过 驴 了 在 卫 十 在 4 
套 直 和 线 “ 的 梧 面 a, 在 正 资 配 权 对 
应 肾 与 直线 a 共 百 。 " 

因此 本 面 a 的 非 国 有 入 和 贺 us 
在 非 固 有 平面 了 上 的 蒋 寺 起 标 对 应 竖 
是 次 牧 4 上 非 因 有 点 -4 的 框架 .我 
们 来 研究 在 焉 面 @ 的 差 阁 i 在 贸 0 
ou 上 构成 袍 对 配 极 对 以 的 站 杭 点 对 合 - 府 各 oo 与 极 米 o。 交 攻 点 
42 点 44 是 全 面 o 与 的 安 绿 w 上 的 非 固 有 点 。 这样 , 点 4。 
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1 4% 在 条 对 配 桥 对 应 的 状 保 呈 是 苹 二 点 ， 另 - 沪 面 晨 织 ww 装 
SE 4 季 且 在 入 面 @ 下 让 此 新 定 ; 中 二。 与 4 在 非 固有 让 
绢 0o。 上 的 和 袍 对 对 合 鉴 也 是 寻访 串 ， 这 叱 说 明了 袍 对 配 权 对 应 在 
gh ow。 上述 或 的 共 二 种 对 合 与 这 条 在 各 上 的 袍 对 对 合 …… 
区。 简 罩 些 , 这 个 类 果 可 以 竹下 妈 | 和 

裤 闻 稳 村 形 在 每 个 国 和 有 从而 下 亿 定 这 个 侍 而 的 袍 对 形 

5. pty 鱼 性 置 的 多 何 禧 档 赔 题 .下 

我 们 来 研究 不 变 空间 移 对 形 的 公 间 到 产 间 和 冀 的 间 索 变换， 也 
有 的 稳 对 配 操 对 慌 变 为 它 自 号 的 同 
素 变换 。 这 样 的 变换 由 做 相位 变换 。 我 们 来 研究 相似 变换 的 一 些 
性 质 。 

1) ”相似 变换 把 每 个 于 而 空 为 同 素 相 位 的 下面. 

事实 上， 下面 吧 的 非 四 有 由 和 绿 wo 变 为 本 而 @ 的 非 名 有 直入 
as《 因 为 是 仿 射 变换 )、 上 下 处 ， 六 固有 将 寻 4a。 于 的 袍 对 对 合 变 为 
非 固有 直 和 女 as 地 的 苑 对 对 合 “ 因 为 移 对 配 票 对 应 变 为 它 自 身 》， 
但 是 ,在 $70 训 已 弥 灌 明 过 , 在 这 些 条 件 下 ， 下 面 @ 到 竺 面 %' 的 
邮 素 变换 是 相似 变换 

2) 和 爷 间 任 区 搬 条 在 级 梯 这 的 角 的 人 小 不 变 。 

3) 任意 十 个 入 段 的 于 不 皮 

这 十 种 情形 神 可 以 用 下 面 的 三 法 证 阴 。 
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假设 有 任意 雨 个 粮 段 48 和 CD (加 287) ,它们 对 应 粮 段 4'B8" 
和 C'D'、 在 点 4 作 和 乡 段 4D1 间 CD。 崔 是 图 形 4D1DC 是 平行 四 
边 形 。 因 为 相似 变换 是 优 射 变换 ,所 以 平行 四 边 形 4DiDC 变 为 在 


行 四 边 形 4DIDC 因此 ,平面 4BD; 变 为 同 素 相似 平面 4'8'D!。 
所 以 应 该 有 : 


LBAD= LB'A'D’ 

与 
AB A'B' AB A'B’ pe 
AD: AD? HD OD * (证 完 ) 


从 上 面 证 明 的 相似 变换 的 性 里 1)，2) 与 3) 可 知 ,每 个 夫 何 图 
形 在 这 种 变换 下 变 为 它 的 相似 图 形 ， 

所 以 ,相似 变换 不 变 略 形 的 形状 。 根 据 这 个 事实 ,这 样 的 变 挤 
有 时 时 做 等 形 怎 换 。 在 这 误 容 易 断 定 ， 所 有 相似 变换 的 集合 构成 
华 , 它 是 优 射 变换 昔 {A} 的 从 计划 ， 我 们 用 {}》 才 示 相 似 变换 华 。 
从 相位 变 换 的 定义 看 出 ， 南 个 这 样 变换 的 债 仍 是 同一 集合 襄 的 变 


换 。 这 样 , 可 以 作出 相似 度量 从 何 , 它 研究 在 变换 华 { 吧 } 下 图 形 的 
不 变性 质 。 


图 288. 


6， 合 同性 的 研究 。 为 了 沦 述 空间 关 形 的 合同 概念 ,我 们 应 于 
想 移动 看 作 是 空间 到 它 自身 的 同 素 变换 。 
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空间 的 雨 个 合同 图 形 ,它们 的 方向 可 能 不 同 。 假 定 ,我 们 有 和 十 
个 直 交 轴 系 OXYZ 和 0'X'Y'Z' (图 288)。 其 中 第 一 个 叶 做 右 族 
系 ,第 二 个 叫做 左旋 系 。 如 果 我 们 从 上 面 (也 就 是 从 向 量 02 的 一 
侧 ) 看 平面 0XY, 则 向 量 OX 和 OF 的 顺序 相当 礁 送 时 斜 旋 转 。 相 
反 的 ,从 上 面 (从 向 量 012' 的 一 侧 ) 观察 平面 OK'Z'， 则 看 出 向 量 
0'X' 和 0'Y' 有 相反 的 顺序 (也 就 是 顺 时 人 对 的 )。 因 此 , 右 旋 系 和 左 
旋 系 的 方向 不 同 。 

假定 ,我 们 有 合同 阁 形 了 和 7'， 设 0 和 0' 是 这 两 个 图 形 的 对 
应 点 。 取 贴 0 作 为 座 标 原点 , 作 右 旋 山系 OX 了 Z。 用 0'X'Y'Z' 表 
示 图 形 严 的 对 应 轴 系 9 。 如 果 轴 系 0 了 XY'Z' 也 是 右 旋 的 ， 旭 图 
形 了 和 ' 有 相同 的 方向 。 如 果 轴 系 0'X'Y'2' 是 左旋 的 ， 则 图 形 
和 F' 有 不 同 的 方向 。 

现在 我 们 讲 将 两 个 合同 图 形 中 的 一 个 变 为 另 一 个 的 变换 。 这 
种 变换 叫做 移动 。 
eo ce 形 ,就 是 具有 非 固有 中 心 3 的 和 
射 ，8。 在 杷 对 配 极 对 应 庄 与 透射 平面 上 的 非 固有 直 称 s。 共 本 
(图 288)。 对 称 同时 是 斋 和 的 (对 全 的) 透射 ， 关 为 每 个 对 应 点 对 
(0, O ) 和 被 透射 中 心 心 。 和 让 绢 OF 与 透射 平面 Cr 的 交点 书 所 调和 和 
分 隔 。 开 秦王 面 的 反射 将 已 知 羡 形变 为 与 它 合同 的 图 形 Fr'。 
这 时 间 形 的 方向 变 为 相反 的 ， 

后 者 从 图 288 就 可 以 断定 。 这 个 图 表示 右 旋 轴 系 OZYZ， 狂 
过 反射 后 变 为 左旋 轴 系 OF'T'Z1 
来 决定 ed A me ih 
轴 ( 构 成 反射 的 下 面 的 交 和 贸 ) 的 旋 帆 。 如 果 构 成 反射 的 斑 面 是 下 行 
。 @。 这 时 , 当 蛋 芝 合 同 加 形 记 和 ”时 ,重合 的 点 看 作 是 所 和 "的 对 应 点 。 
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的 , 则 有 和 绞 非 知 有 轴 的 旋转 、 或 者 罕 移 从 射影 的 观点 来 看 ， 这 两 
种 :各 换 可 以 合 供 为 -种 , 像 前 面 作 过 的 一 样 。 题 然 ,对 於 旋 畏 ( 粮 
固有 轴 或 非 因 有 轴 ) 贺 形 的 方向 不 变 。 

以 和 后 将 要 看 到 ,为 了 作 关 衣 合 同性 的 研究 基础 ,只 要 知道 所 研 
罕 过 的 三 种 同 杂 变换 (人 宪 间 的 ) 就 可 以 :反射 ($S)， 旋 畏 (VY) 与 平移 
(V2), 积 V.V 与 Suv_V 叫做 移动 W。 因为 5.5 二 S? 二 1， 就 是 
怖 等 变换 ,所 以 在 旋 特 与 下 梢 写 在 在 恒 等 变换 : 

Va=S9=1 省 Y.-S.B=1. 
因此 在 移动 W 更 也 作 在 居 等 变换 : 
WV Vlietl. 

此 外 , 织 然 ,反射 , 旋 赎 与 于 移 也 都 是 移动 : 

W=S.V,.V=5.1.1=5, 
Wa Val Vay, 
Re 

7， 首 先 我 们 来 确定 以 下 移动 的 重 吧 性 盾 : 

移动 是 不 实 宪 并 楼 对 形 的 必 间 同 毒 变 的 。 

融 实 上 ， 反 射 或 玫 面 对 称 ( 是 仿 射 变换 ) 把 非 回 有 于 面 变 为 它 
自身 。 此 外 在 反射 了 时， 次 强 与 和 它 牌 直 和 的 检 面 变 为 直入 与 和 它 惟 
直角 于 面 。 这 就 是 说 ， 纸 过 反 壬 ， 宁 对 配 榴 对 应 变 为 它 自身 。 因 
此 ,反射 不 变更 空间 的 移 对 形 ， 但 是 所 有 的 移动 只 是 反射 的 积 ,所 
轧 它 介 也 不 变更 空间 的 纸 对 形 。 

甚 次 窑 易 断定 下 面 命题 的 正确 性 : 

如 果 窑 间 束 不 在 一 条 直 粮 上 的 三 个 固有 点 是 不 动 点 ， 旭 只 能 
有 一 个 移动 是 关於 通过 不 支点 的 下 面 的 反射 。 

事实 上 ,任何 鞭 他 的 移动 邵 不 保持 固有 平面 (三 个 不 动 点 确定 
的 平面 ) 不 变 。 特 别 是 ， 这 个 命题 相当 於 下 面 关 攻 合 同 赂 形 的 命 
题 : 


ee 


和 如果 图 形 的 某 三 个 点 是 固定 的 ， 则 这 个 现形 在 安 间 台 只 能 有 
两 种 可 能 的 对 称 (关於 固定 点 的 尘 面 ) 位 证 。 

下 面 的 定理 对 於 研究 图 形 的 合同 性 有 重要 意义 : 

过 请 倍 尔 (D Alemhbert) 定 理 、 古 个 同 向 的 合同 图形 有 一 对 重 
合 的 对 应 点 时 ， 剧 米 过 重合 对 应 点 的 珊 的 一 个 旋 瑟 就 可 以 把 其 中 
一 个 变 为 另 一 个 。 

用 字母 0 表示 已 知 图 形 的 不 支点 (一 对 重合 的 对 应 点 ) 凑 且 用 
学 计 4 和 4' 表示 这 雨 个 图形 的 一 
对 对 应 点 ( 阅 289)。 如 果 以 0 为 中 
心 04 为 宇 径 作 球面 ， 则 它 也 通过 
4'， 因为 UA =04", 设 B il B' 是 合 
同 阅 形 在 球面 (0) 上 的 另 一 对 对 应 
点 @ . 通过 点 对 4, B 和 4',B' 作 大 
贺 弧 。 必 须 证 明 ， 存 在 一 个 旋转 把 
弧 45 恋 汶 4'B', 

ht 再 作 大 图 44' 和 BB', 设 让 和 
叉 是 弧 44' 和 BB' 的 中 点 。 通 过 点 M 和 N 作 大 图 , 使 它们 区别 
垂直 蕉 弧 44' 和 BB'。 用 8 表示 它们 的 一 个 安 点 ( 哪 一 个 都 可 以 )。 
现在 我 们 来 证 明 ， 线 轴 0S 的 旋 清 可 以 使 踊 4 与 弧 41B' 重合 。 
事实 上 ,球面 三 角形 S48B 和 S48' 显然 是 合同 的 , 因为 它们 有 三 
对 对 应 相等 的 边 (S4= SA' ,SB=SB' 5S AB= A'B'), 由 此 得 出 
pa ASB=/ 有 全 


但 是 
LASA'=/ASB— /A'SB, /BSB'= /4SB'- /A'8B, 


所 以 ， AS 


起 如 果 在 球 曾 (0) 上 的 点 不 是 这 样 的 点 , 我 们 可 以 把 它们 妓 伐 到 已 知 图 形 右 而 不 
破坏 合同 性 。 


一 -一 -一 一 -一 一 
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因此 和 绑 抽 05 旋转 过 罚 史 、 国明 474 与 虹 二 产 重 合 ， 於是 已 
知 图 形 就 有 了 沽 个 重合 的 点 对 (点 ww 利 14. 44 与 了 2)， 因 为 已 继 
假定 交 形 的 万 向 是 相同 的 ， 池 以 它们 位 时 的 对 称 性 已 除 掉 , 因 此 ， 
已 知 较 形 所 有 的 怠 重合 ， 定 理 册 证 明 。 

8， 现在 已 经 不 难 证 时 章 谎 多 形 合同 研究 的 基本 命题 : 

任 训 雨 个 合同 阅 形 工 和 ,利用 移动 Yo， Y 或 移动 S$.V。， 
V9 粮 可 以 使 它们 总 合 

事实 上 上 ， 设 有 十 个 谷 间 图 形 五 和 A\ 较 290)。 假 定 ， 它们 是 
同 向 的 张 且 设 4 和 4 是 
这 两 个 关 形 的 对 应 点 ”用 
正面 方法 组成 移动 WW， 和 作 


fF’ 
向 最 44' 俱 定 的 平移 V。 和 
这 个 平移 把 陆 形 变 到 有 重 ( 
合 对 应 踊 对 (4, 4) 的 位 / 4 
人 起 。 作 证 明 过 湖 信 尔 定理 ( 

时 所 作 的 于 样 旋 虱 YY、 这 

时 移动 W=V。， 呈 使 圆 290. 

因 形 与 圈 形 了 虎 合 。 

刻 果 已 知 合同 岗 形 是 型 记 的 , 邢 章 作 天 放任 意 平 面 的 反射 8 。 
我 们 得到 与 图 形 PY 同和 的 分 辐 问 形 玉 。 然 后 皇 作 前 面 著 样 的 移 
动 。 因 此 ,在 第 二 种 情形 下 , 侈 动 W=S .VV。.V 可 以 使 十 个 阐 形 
县 合 ( 证 完 )o 

9， 我 们 东 研 究 移 动 W 的 集合 在 移动 中 人 存在 乌 等 变换 : 

WE . Y=] =]1. 
每 个 人 移动 把 阅 形 也 变 为 与 它 合 同 的 加 形 人 '@ 。 因 此 , 存在 逆 


全 也 就 是 所 洒 第 一 铬 移动 与 第 二 种 移动 。 
全 因为 移 盈 是 反对 的 枝 。 
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移动 多-!。 这 是 把 阅 形变 为 与 它 分 间 的 阅 形 厂 的 变换 .最 富 ,如 
果 接 连 实行 两 个 移动 W' 和 W", 则 这 两 个 移动 的 积 还 是 移动 W"。 
事实 上 ,移动 W' 把 图 形 有 变 为 与 它 合同 的 图 形 Fr, 而 移动 W” 把 
图 形 了 ' 变 为 与 它 ( 或 一 ) 合同 的 阅 形 P?"”， 因 此 ， 根 据 前 面 证明 的 
定理 ,存在 有 把 图 形变 为 天 形 17” 的 移动 W"…。 

从 这 些 理由 我 们 看 出 ， 变 换 W 或 移动 的 集合 构成 蕉 。 这 个 于 
用 我 们 { 由 } 来 表示 。 

10， 对 钛 普通 空间 度量 秋 何 同居 图 形 合同 的 研究 ， 公 在 前 面 
看 到 的 ， 如 果 固定 空间 的 非 因 有 平面 与 这 个 平面 上 的 相 对 配 概 对 
应 ,就 可 以 作出 它 的 射影 精 构 。 

事实 上 ,我 们 来 研究 用 变换 种 (Ye V) 或 (SV。. V) 定 义 的 
空间 同 素 变换 W。 

这 样 的 变换 是 做 移动 。 每 个 移动 、 和 租 成 它 的 县 此 变换 一 
样 ,都 可 以 用 射影 形式 来 定义 ,这 已 经 在 上 面 说 明 过 。 

如 果 存 在 一 个 移动 把 图形 三 变 为 图 形 Fr", 我 们 就 把 图 形 严 叫 
做 与 图 形 也 合同 的 固形 。 这 样 ， 就 逐步 完成 了 合同 性 研究 的 射影 
结构 。 

因为 每 个 移动 W 是 不 变 空间 稀 寺 形 的 同 素 变 换 , 所以 变换 村 
{WW} 是 相似 蔡 {M}9 的 从 属 共 ， 

因此 关於 图 形 合同 性 的 研究 民 在 变换 从 {W} 下 图 形 的 不 变性 
质 的 研究 ) 应 访 卫 於 移动 从 {W} 的 度量 帮 何 - 

空间 射影 做 何 、 仿 射 帮 何以 及 度量 楼 何 发 展 的 简 述 就 结束 到 
这 庄 。 


$ /8 射影 形式 的 罗 巴 契 夫 斯 基 作 何 
在 8$70 一 72 开会 经 说 阴 过 可 以 用 射影 形式 梭 成 普通 的 欧 光 
@ 达 个 从 用 天 的 度 是 性 可 以 就 所 有 的 座 换 W 使 相似 比 等 余 1 而 市 分 出 来 。 
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里 得 殉 何 ,为 了 这 个 月 的 ,在 射影 平面 上 合 设 定 所 乡 * 乞 对 形 ”。 作 
为 钨 对 形 的 是 在 耕 面 上 任意 取 一 条 直 稼 与 它 上 面 任意 一 个 顶 贺 型 
对 合 。 这 蛙 把 直线 看 作 在 面 上 的 :: 非 固有 " 直 烷 ， 站 且 把 它 上 面 的 
棋 图 型 对 合 看 作 这 个 平面 上 的 “相对 ?对 合 ， 就 可 以 用 纯粹 射影 
方法 建立 普通 欧 灵 里 得 色 何 六 所 需要 的 度量 概念 。 特 别 是 ， 所 研 
究 的 那些 把 上 述 * 契 对 形变 为 它 自身 的 同 素 变换 ， 其 中 我 们 得 到 
了 可 以 建立 图 形 合同 概念 的 身影 :移动 ”。 就 是 ， 在 用 上 面 敏 述 的 
方法 (71) 定义 的 移动 下 能 达 合 的 于 种 图 形 叶 做 合同 图 形 。 

下 面 将 要 说 明 ,用 丫 们 的 万 法 ， 旭 果 在 射 觉 符 面 上 上 取 庆 当 的 
“ 纸 对 形 ” ,也 可 以 在 射影 下面 下 实现 非 欧 炙 里 得 几何 。 

壁 如 取 非 退化 的 二 次 曲 禄 (所 良 “ 旷 形 " 二 次 曲 娘 ) 作 为 “条 对 
形 ”, 就 可 以 构成 罗 巴 契 夫 斯 革 泡 何 。 

设 在 射影 王 面 上 已 输出 卵 形 二 次 曲 稳 kh。, 茧 且 把 它 作为 在 面 
的 移 对 形 。 这 个 曲 娘 把 射 沪 于 面 分 为 十 个 谷 域 :内 乌 城 与 外 个 域 。 
内 僻 域 的 点 时 做 “固有 ”点 或 * 突 ”点 。 作 为 斑 面 移 对 形 的 卵 形 曲 粮 
于 的 点 叫做 * 非 因 有 ”点 或 “ 扰 限 远 ? 点 .最 和 后， 
外 倾 域 的 点 上 是 做 “理想 ?点 。: 央 有 ?点 是 非 欧 
克 何 的 点 。 

把 坟 形 曲 牺 的 弦 ( 在 内 亿 域 } 作 为 非 欧 克 
何 的 “站 牺 ”。 因 为 这 些 疆 的 端点 是 非 固 有 
巾 , 所 以 非 欧 克 何 的 “站 各” 是 开 娘 段 。 

在 上 述 的 (固有 ) 点 与 直 党 系 更 同样 保持 Wm 
欧 色 里 得 友 何 扯 的 从 属 开 傈 、 星 序 开 俊 以 及 连 种 性 ,也 就 是 这 些 关 
傈 在 罗 巴 契 夫 斯 基 葵 何人 襄 也 成 立 。 

辟 如 ,有 普通 意义 的 “从 居 ” 构 念 的 ,例如 : “两 个 不 同 的 点 4 和 
了 3 礁 定 属於 它 个 的 唯 -让 穆 . :48)”。 

“外 在 在 三 个 点 4, 请 和 1 不 在 -- 条 直线 上 ”等 等 。 
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其 次 ， 对 於 罗 巴 扫 天 斯 甚 友人 和合 开 像 对 於 普 通 欧 龟 里 得 克 何 一 - 
样 可 以 建立 顺序 并 傈 让 绢 上 的 一 个 点 把 让 绢 分 为 雨 部 分 。 直 积 
的 雨 个 点 4 和 有 邢 在 在 各 车 侍 立 点 的 硕 序 闽 且 确定 入 展 4B， 在 义 
把 非 欧 大 里 得 下 甸 (我 们 汉 它 理解 为 珊 形 曲 牺 fu 的 内 个 城 ) 和 侵 为 
两 部分。 已 知 不 在 这 条 府 绿 不 的 - 个 入 残 俱 宅 平面 @ 一 部 外 。 

在 乒 研 究 的 磁 何 蜂 ， 也 保持 在 很 上 点 的 违 篇 性 与 整个 非 欧 公 
里 得 平面 的 连 粮 性 ， 然 而， 从 检 行 公理 的 观点 来 看 ,我 们 发 现 ,如 
果 把 交 於 非 固有 重 或 优 限 远 吕 的 十 条 直 称 叫做 “和 下行 ?要 ， 滥 麻 在 
所 构成 的 炙 何 系统 宣 就 有 罗 巴 名 厂 斯 基 公 理事 灾 上 ， 设 有 让 和 铝 

AuBs 与 不 在 它 上 了 上 面 的 -一 个 中 CC 加 39217。 在 这 种 情形 下 , 通过 点 

C 可 以 引 平行 於 在 和 绿 4.2. 的 两 条 在 入 ， 就 是 让 各 CC4e 和 CDPuo 这 
责 条 赴 绿 把 下 有 中 心 C 的 绿 束 从 为 
昼 部 分 : 1) 与 走 织 4uBs 相交 的 直 
积 ， 例 如 下 各 CA， 和 2) 与 直 午 
dB, 不 相 妆 的 直 狠 ， 例 如 CNs 就 
是 上 起 这 一 家 的 直线 。- 

这 样 ， 在 所 人 研究 的 妈 何 系统 性 

a 多 忆 契 去 斯 是 平 行 公理 成 况 、 

其 次 证 明 ， 在 研究 的 磁 何 未 访 下 用 射影 形式 可 以 实现 罗 巴 万 
夫 斯 基 度 量 伙 何 - 为 有 昆 ， 和 仿照 在 管 坟 章 是 构成 欧 们 里 得 度量 末 何 
孝 样 我 们 也 可 得 移 劲 的 概念 牺 持 平面 下 绝对 形 不 变 ， 也 加 是 
曲名 入 不 变 的 同 赤 变 扣 叫做 二 语 陨 ”还 天 的 射 党 变换 命名 为 天 
礁 已 知 艳 对 形 的 和 白 同 构 。 

特别 是 ， 将 饰 形 二 次 晶 急 "也 就 是 在 西 的 移 对 形 ) 变 为 它 自 身 
的 透射 变换 对 做 :反射 ” 我 个 四 局 ， 用 射 老 形式 作成 欧 到 里 得 厅 
何 上 时 ,我 们 也 从 将 平面 筷 才 形 “ 旺 洒 噶 加 型 对 合 的 非 固有 过 和 缚 ) 变 
加 磁 切 的 掏 , 所 六 巴 上 上 公 生 成立、 全 全 及 科 上 再 仙 ,Kocnan) 若 “ 检 何 基础 ”§ 3)。 
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为 它 自身 的 肖 射 凰 做 反射 ， 

现在 我 们 来 研究 在 射影 平 而 上 以 S 为 中 心 * 为 轴 而 且 具 有 把 
器 形 曲 狠 (也 就 是 玉 面 的 袍 对 形 ) 变 为 它 自身 这 样 性 质 的 某 个 透射 
( 间 293)。 

设 4 是 通过 透射 中 心 X 且 与 艳 对 形 交 内 点 4 和 4' 的 某 条 站 
名 。 如 果 这 雨 个 点 不 在 透射 山上 ， 则 它们 不 是 二 重点 并 且 其 中 一 
个 变 为 男 一 个 。 用 字 奈 t 和 ! 表 示 与 曲名 ks 切 於 点 4 和 4' 的 直 
和 烷 。 透 射 把 在 4 点 的 切 笋 上 变 为 在 中 4' 的 切 各 。t 和 二 是 透 
射 计 的 对 应 在 线 , 应 该 安 於 透射 轴 。 上 。 由 此 断定 ,直入 a 的 极点 
4, 在 透射 四 上 。 因此 直线 a 通过 透射 轴 。 的 极点 。 因 为 这 个 
结论 对 评 乡 柬 8 寞 与 
平面 移 对 形 相交 的 每 
条 站 稼 都 正确 ， 所 以 
由 此 得 到 的 粘 论 是 透 
射 中 心 5 是 透射 轴 s 
的 极点 。 

假定 , S 与 * 天 
堆 想 对 曲 粮 X。 是 相 
五 配 标的 。 在 这 样 情 
形 下 ， 与 万 对 曲 粮 相 


交 逆 旦 属於 牺 束 5 的 es 
每 条 直 妹 & 构成 四 个 
调和 点 ,一 对 点 是 a 与 只 形 曲 禹 fy 的 交点 4,4', 另 一 对 点 是 8, 五 


《字母 尽 表 示 这 条 直入 与 标 绿 * 的 安 点 )。 因 此 极点 S (透射 中 心 ) 
极 牧 s (透射 轴 ) 与 各 对 4 上 二 《透射 的 对 应 点 ) 人 条 定 把 点 4 和 革 
中 的 一 个 变 为 另 一 个 , 慈 卫 把 息 对 曲 往 心 变 为 它 自身 的 一 个 对 合 
透射 。 
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这 样 ,我 们 就 建立 了 把 和约 对 昌 统 变 为 它 自 身 的 透射 ,也 就 是 我 
们 里 做 “反射 的 并 种 透射 ， 它 关於 移 对 曲 牺 有 相 卫 配 极 的 中 心 与 
轴 。 

另 一 方面 ， 由 贴 与 直 各 做 成 的 每 个 相互 配 极 元 素 对 是 把 息 对 
曲 穆 变 为 它 自身 的 那样 透射 的 中 心 与 轴 ， 也 就 是 “反射 ”的 中 心 与 
轴 。 

其 次 ,我 们 可 以 断 定 , 每 个 及 射 ? 把 旷 形 曲 和 米内 颌 域 的 点 还 变 
为 内 领域 的 点 。 例 如 ,假设 有 以 s 为 中 心 s 为 轴 的 :反射 ”, 它 把 点 
卫 变 为 互 〈 图 294)。 

用 字母 4 与 4' 表示 直 牺 a 与 科 对 曲 入 i 的 交点 。 我 们 假 
定 , 点 妃 是 固有 点 ， 也 就 是 在 稳 对 轴 舟 心 的 内 部 。 如 果 反 射 中 心 
是 固有 点 ,如 SB 441， 因而 SB'-:A'4, 

如 时 “反射 ”中 心 是 理想 
点 ， 也 就 是 在 曲 稼 心 的 外 部 ， 
则 有 SB- 44'， 但 这 时 SB' 二 
4 4。 

因此 ,在 所 有 的 情形 下 ,点 
B' 都 是 固有 点 ， 也 就 是 在 卵 形 
曲线 内 部 。 

我 们 可 以 让 有 胃 ， 把 枢 对 曲 
各 iv 变 为 它 自身 的 每 个 同 素 

图 294。 变换 都 能 久 结 为 有 限 个 “反射 ” 
的 积 。 

因此 我 们 可 以 说 ，“ 和 移动" 是 让 “反射 "的 乘法 所 得 到 的 同 素 变 
换 。 

不 难 断 定 ,“ 移 动 " 构 成 变换 从 。 这 个 问题 的 让 明和 在 构成 欧 
挫 里 得 杰 何 时 ($ 71) 所 作 的 完全 相同 。 


第 太 过 _ 其 及 入 何 、 俯 迁 沼 阿 , 康 若 摧 何 和 挫 及 和 们 的 对 坟 !_ 


利用 射影 的 “移动 可 俯 作 罗 巴 可 天 斯 基 北 何 的 图 形 合 同 的 研 
究 。 也 像 普 涌 欧 色 里 得 多 何 的 情形 一 栋 ， 如果 在 在 一 个 “移动 ”把 
图 形 中 变 为 圆 形 中 ,我 们 就 把 图 形 由 与 中 是 做 “合同 ” 较 形 。 

阅 形 的 “合同 “概念 的 性 午 
可 以 从 “移动 ”的 性 质 半 出 〈 止 
较 $71)。 

要 说 明 罗 巴 契 夫 斯 基 度 荣 
到 何 的 某 些 特 性 ， 必 须 对 射影 
的 “移动 * 作 进一步 研究 

我 们 来 证 明 ， 赵 存在 所 个 
.5 反射 ?它们 能 把 一 条 已 知 直 和 绿 
变 为 任意 另 一 条 已 知 直 和 绿 ， 竺 
如 ,在 图 295 各 有 直线 4uB, 有 CuDs, 则 利用 反射 ”CS1) 和 CSs) 可 
以 把 其 中 一 条 变 为 另 一 条 这 所 个 “ 秘 动 "的 区 别 在 零 : 第 一 个 * 移 
动 ”把 一 条 直线 上 的 非 回 有 点 4 和 局 分 别 变 为 男 一 条 下 的 非 固 
有 点 Cs 和 Ds， 而 第 二 个 “移动 * 划 把 第 一 条 直 各 的 非 固 有 点 4 
和 Bu 分别 变 为 第 二 条 的 点 Dw 利 Cw。 

其 次 ,我 们 立 列 可 以 看 则 ,每 条 直线 可 以 沿 着 它 自 身 “ 移 动 "使 
这 条 直 和 缚 的 一 个 已 知 点 与 同 -条 址 儿 上 其 他 任意 一 * 卡 重合 。 

例如 ,假定 在 站 妹 4.B, 一 P 上 已 知 点 4 和 B( 阅 296)。 

我 们 来 证 明 ， 宁 存在 一 种 移动 把 丰 牺 2 变 为 它 自 身 逆 且 把 点 
4 变 为 点 B。 

用 字母 P 表 示 直 各 7 并 岭 息 对 形 hh 的 权 点 。 

引 直 入 P4 和 了 B。 它 们 与 曲 粮 Kv 的 变 点 分 别 用 字母 Cu Pr 
和 了 u,v 表示 。 

在 完全 四 角形 0,DuFusG 代 ， 对 边 交 点 P, St SN; 是 对 角 牺 点 。 
因此 极点 P 的 极 各 bP 通过 点 S1 和 52。 


网 295. 


eS 

显然 ， 入 Si 和 Ss 力 中 心 的 每 个 < 反射 ?都 把 直线 2 变 为 它 自 
身 ( 二 重 直 入 )。、 这 时 ,点 册 和 2B; 交换 位 器 。 此 外 因为 直线 CwD。 
变 为 直系 Fu 所 以 中 及 :区 为 好 五。 


网 2906， 


应 该 注意 ,“ 移 动 ” 也 可 以 这 样 实现 ,使 直 粮 卫 的 非 因 有 点 4。 
和 Bs 仍 在 原 位 置 。 为 此 ， 只 妆 在 淮 行 “反射” S1( 或 Sz) 孔 后 再 进 
行 以 次 穆 PB 的 极点 8 为 中 心 的 “反射 "就 可 以 。 这 个 “反射 "把 点 
4 和 Bs 变 回 原来 的 位 置 划 日 不 变 点 4 (== ) 的 位 置 。 

这 样 , 移 动 是 由 两 个 反射 的 积 S81，S( 或 8。. S) 租 成 。 

根据 合同 图 形 的 定义 ,在 所 构成 的 克 何 系统 襄 ， 如 果 存 在 :: 移 
动 "把 两 个 称 段 之 一 变 为 另 一 个 , 则 这 两 个 稳 眉 看 作 是 合同 的 。 

假定 ,所 说 的 稳 段 是 4B8 和 (7。 粮 段 48 在 在 入 4.B。 上 , 北 
且 4Bu 二 B4， 粮 段 C 在 在 绢 (2 上, 巧 上 CD 二 DCw( 图 297)。 

我 们 来 永明 ,这 十 个 入 段 合 同 铭 必要 旧 充 俱 的 条 件 是 : 

(4B4,BJ=(CDOD ， 

所 襄 条 件 的 必要 性 是 因为 按照 合同 的 定义 应 该 在 在 一 种 “ 移 
动 " 能 把 直入 4。B, 变 为 在 各 C4.W, 而 且 把 入 2 段 48 变 为 粮 自 CD， 
这 诲 ， 直 和 缚 上 每 四 个 点 的 位 吊 旺 亩 当然 不 朗 。 因 上 距 当 点 4 和 已 


@ 或 者 变 为 直 焰 GuFu《 在 * 及 币 ? 了 Ss ) 的 情形 下 )。 


ee 和 
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分 别 与 点 Cu 和 1 重合 是 , 品 4 必 与 巾 居 重合 ,而 站 也 必 与 钻 忆 重 


合 。 


因此 ,实现 移动 后 吕 的 从 党 用 记 和 (站 胡 冰 时; 则 可 以 寅 为 * 
CA BS Y= = ABALB,). 

条 件 的 充分 性 从 下 在 的 乌 法 出 性 驳 
可 以 证 明 。 近 有 牺 段 4B 1 1 请 足 条 
件 : 

(ABA.B,) = (CD,D,). 

我 们 来 作 把 直 各 4 变 为 直 和 架 
CD 的 “反射 ”"S'( 297)。 

这 时 将 有 : 

(ABAuBu)= (4B 4)= 

=(A4'B'0.1,). 5S" 
”其 次 再 作 直 各 沿 自 斗 的 移动 ， 使 非 hs 
固有 点 Cu DZ, 不 劲 而 点 二 与 点 C 重合 。 圾 是 有 : 
(ABODY=C BO De = (CB"C.D,). 

由 此 得 到 

(CB"ODN)=1 AB4i =(ODOuDs), 或 者: B" 二 D. 

这 就 是 说 , 绢 自 4 语言 " 扒 各 7 段 CD。 

罗马 契 大 斯 藉 亲 何 的 秒 怠 形式。 到 现在 为 止 ， 我 们 主 芝 是 谈 
be tha 四 动 " 形 式 之 一 的 :反射 ”， 在 这 种 悄 

下 “移动 "是 授 射 变换 ， 它 的 中 心 与 类 关於 息 对 形 总 相互 配 标 ， 
erat 

形式 更 一 般 的 “移动 ”时 谍 移 对 形变 为 它 自身 的 同 天 变换 。 
我 们 来 详 顷 讨论 在 罗 巴 加 下 斯 共 克 何 暗 射影 “移动 * 的 竹 质 。 我 们 
已 经 关 阴 过 (参考 $ 55)， 不 咏 透 射 的 同 素 变 换 不 能 有 多 内 三 个 的 
二 重点 兹 且 至 少 悉 有 一 个 \ 实 ) 二 重点 ” 租 个 二 重点 对 应 一 条 (并 
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联 的 ) 二 重 直 罗 ， 友 过 来 出 一 样 。 渤 然 “移动 “是 保持 秽 对 形 i 不 
变 的 同 素 变换 , 对 於 每 个 二 重点 有 一 条 天 联 内 二 重 直 和 线 , 是 这 些 点 
关於 绝对 形 的 慷 绿 ， 间 位 ,“ 移 吉 的 每 菜 二 重 直线 对 应 它 转 谎 想 
对 形 的 极点 ,是 关联 的 二 重点 。 

由 直面 说 过 的 事实 知道 ,在 岁 巴 契 夫 斯 由 多 何 潜 ,不 是 “ 皮 射 ” 
的 “移动 "可 能 有 三 种 形式 。 

D 请 丰 各 的 下 人 。 

假定 ，“ 移 动 * 的 一 重 直 各 了 与 袍 对 形 相安 抢 点 @ 和 Re。 因为 
“移动 "保留 超 对 形 与 二 重 直 线 在 原 位 里 ,时 以 它们 的 公共 点 9 
_ 和 五 也 仍 伯 留 在 原 位 轿 , 也 就 是 ,它们 都 是 二 重点 。 第 三 个 二 重点 
是 站 重 在 绪 的 乏 点 了 、 二 
重 在 各 Pp 寺 QR 与 切 如 PQ 
和 PR 是 -移动 -的 三 条 二 
重 上 在 稼 。 

用 字 碟 也 表示 上 上进 的 
“移动 -- 设 “移动 ”也 把 
点 4 变 为 点 4' (图 298)。 
在 这 种 情形 下 ， 让 和 缚 P4 
变 为 直线 PP4， 臣 且 有 : 
(404uB = (A'C'A!B:), 
这 蜗 尝 地 和 C0" 表示 所 
提 到 的 雨 条 刘 乏 与 二 重 址 
入 了 的 交点 , 而 学 态 41,Bs 和 二 ,Bs 表示 这 两 条 直 乡 的 井 固 有 
点 。 

由 此 断定 ， 和 糠 段 4C 变 为 与 它 合同 的 乏 恨 40'(AC = 4'0')。 
对 评比 访 BOUB0O = 好 CO ) 籽 可 及 这样 说 还 要 注意 ， 有 以 为 中 心 
7 为 轴 的 :反射 ”把 相 各 DC 变 为 它 自 身 ， 束 且 点 4 NB 安 换 位 


图 298. 
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壮 。 因 此 ,， Z 4.CQ = Bo( 韶 且 直 精 PC 垂直 於 在 乏 p。 对 二 
直 称 PC" 也 可 以 这 样 说 LP(' Lp)。 这 样 ,可 以 说 ,点 4 和 4' 与 直 
穆 Pp 等 距离 。 

我 们 来 研究 距 直 线 p “等 远 ” 的 点 的 要 中 ,例如 ， 与 直入 2 的 
“距离 ”为 C4 的 点 (假定 4 是 这 个 鸭 踊 上 的 一 个 点 )。 

为 了 在 图 .上 作出 所 求 的 雪 跻 ， 我 们 床 研 究 以 PP 为 中 心 ? 为 轴 
且 把 点 4 变 为 点 4 的 透射 设 44 是 移 对 形 tu 上 的 任意 一 点 。 
我 们 作 它 在 上 述 透 射 昌 的 对 永 辐 。 这 个 点 可 以 找到 ， 它 是 址 称 
P44 和 48 的 交点 (回忆 ， 下 各 4u4 应 该 与 它 的 对 应 直线 48 交 
内 透 射 灿 ?上 ,) 因 此 ,有 : 

A'=PA! x AS. 

另 一 方面 , 点 尸 是 直 称 也 的 极点 ， 因 此 站 和 统 2 应 该 通过 直入 
4。.44 和 BuB4 的 交点 。 所 内 这 企 点 与 点 8 重合。 直线 PC 和 PC' 
“垂直 ” 於 址 焰 2 琵 且 此外, 由於 丰 绿 PC 和 PC 上 点 的 透视 位 
置 ,我 们 有 : 

(ACALB,)= CA'O'A! B:) 

因此 可 以 说 ， 点 4 中 证 妹 7 与 点 4 距 直 线 2 有 同样 “距离 ”， 
也 就 是 这 两 个 点 都 属於 所 求 的 轨 跻 。 由 此 断定 ， 所 求 雪 踏 在 图 吐 
是 二 次 曲线 ， 它 在 腑 己 为 中 心 2 为 轴 的 透射 下 与 绞 对 形 ks 相对 
应 。 这 个 曲线 在 它 与 轴 2 的 交点 处 与 息 对 形 ks 相 切 。 在 罗 巴 鼻 
夫 斯 基 友 何 供 把 它 命名 为 “等 中 娘 ”。 

再 回来 讨论 二 重 直 和 娘 与 袍 对 形 交 於 点 @ 和 且 的 “移动 "。 现 在 
我 们 看 出 ,在 这 种 “移动 "下 每 个 点 都 治 着 一 条 “等 距 称 ”移动 ,这 条 
“等 距 缚 ?通过 这 个 点 旨 且 以 二 重 直线 ? 作 基 称 。 帆 上 下 就 把 所 研究 
的 “移动 ”命名 为 “ 沿 直 入 了 的 平移 "。 应 该 注意 ， 以 直 穆 ?为 基 粮 
的 所 有 “等 距 乏 ”, 在 这 样 的 移动 下 变 为 它 自 身 。 

2) 入 由 有 中 心 的 族 情 。 
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假定 ,“ 移 动 * 的 二 重 交 入? 不 与 息 对 形 hh 相交。 因此 ， 有 着 
理想 的 二 重 将 和 丸和 固有 二 重点 了 一 一 二 重 次 娘 的 标 贴 。 上 人 述 “ 移 
动 " 显 然 不 能 有 其 他 的 ( 实 ) 二 重 元 炎 。 

用 字母 了 表示 这 样 的 “移动 ” 假定 ,移动 了 了 把 点 4 变 为 点 44 
(图 299)。 这 时 ,交织 了 4 变 为 直线 P4 慕 此 有 : 

(APA,.B)= 1 A'PALB’), 
这 上 臭 字 坪 4.B,。 和 44Bi 表示 所 提 到 的 直 和 乡 与 乱 对 形 ju 的 非 固有 
交点 。 

因此 ， 和 糠 段 4P 变 为 与 它 合同 的 线 忆 4 卫 。 神 和 句 话 说， 这样 
“移动 "不 变 和 点 己 的 距离 。 沾 书目 然 可 以 叫做 “移动 "的 中心”， 
而 这 种 “移动 是 “ 太 昌 iu 了 的 嵌 尾 ”. 

我 们 来 研究 “中 点 己 和 党 远 ” 的 站 的 轨 跳 。 这 个 未 路 可 以 串 做 罗 
巴 帮 夫 斯 基 平面 工 的 "加 > 在 说 寺 作 和 下 径 为 P4 的 “ 辕 * ,为 此 我 们 
研究 到 PP 为 中 心 了 为 轴 而 县 把 贴 汪 变 为 点 4 的 透射 。 设 4 是 袍 
对 形 kw 的 任意 点 ， 我 们 来 作 在 于 湿 的 天 射 时 它 所 对 应 的 中 。 用 

池 峡 名 表示 丰 和 急 44 和 Bu 的 委 点 ， 点 Q@ 是 四 角形 4.44B.B4 
的 对 角 称 点 ， 它 应 该 在 和 极 旨 7 上 ( 参考 $57)。 现在 不 难 作出 透 
射 (P,2pj4du4) 臭 点 44 的 对 应 点 ， 它 该 是 在 穆 P44 和 48 的 交 
点 。 

PA!' xd 一 4 

我 们 从 直线 P4 和 P4 于 点 的 透视 位 这 看 由 ，(4P4uB。)= 
=(A'PAiB!), 或 普 玫 忆 = MP， 浊 这 就 是 说 ,点 汪 是 以 P 为 中 心 
4P 为 牛 径 的 -而 = 工 的 点 ，。 因 此 ,在 我 们 的 回 时 这 个 圆 是 在 透射 
(P, 2j4w 4) 到 对 应 稳 对 形 人 的 二 次 曲 绿 。 

从 以上 设法 我 们 扬 定 ,“ 线 中 心 的 旋转 ?把 点 4 变 为 通过 贴 4 
的 “加 上 的 站 。“ 绕 中 心 王 的 许 特 ”把 所 有 的 同 必 “ 圆 ” 变 为 它 自 
身 。 


一 一 i 


第 天 全 ”射影 们 何 、, 估 时 仍 何 \ 庆 曼 闪 何 及 及 它们 的 全 357 
5)“ 笠 非 加 有 中 心 的 旋 情 

在 这 种 情形 下 ，… 秽 吉 " 的 一 重 丰 称 切 於 移 对 形 加 。 因 此 ,二 系 
利和 术 与 筷 对 形 的 雨 个 灾 点 与 切 点 重合 。 同 时 二 下 直入 的 标点 书 与 
这 些 点 也 重合 ， 因 此 ,这样 : 奉 动 "的 三 个 二 重点 都 在 点 乙 处 。 


揭 299， 


所 研究 的 这 种 情形 可 以 在 做 是 从 交 299 变 到 图 300 的 栓 限 情 
形 。 这 时 点 Bu,Bs 和 三 ,五 重合 ， 而 直线 BuBi 与 二 重 丰 如 卫生 
合 。 灶 果 我 们 得 到 图 300 . 

也 像 前 面 的 情形 ,我们 可 以 用 十 种 方法 来 说 明 疼 300: 或 者 作 
为 把 中 4 变 为 点 4 , 北 基 把 不 4 变 为 点 44 的 :移动 ”《〈 呈 有 非 岗 
有 中 心 了 的 旋转 ) 变 换 ， 或 疹 作 为 以 P 为 中 心 2 为 珊 昔 且 把 点 4。 
变 为 点 4, 点 44 变 为 4 的 肖 射 。 在 这 个 透射 下 息 对 曲 娘 ks 变 为 
与 稻 对 形 切 论点 己 的 二 式 曲 各 ， 在 罗 巴 契 夫 斯 基 珊 何 庄 这 样 的 曲 
称 命 名 为 “极限 加 ?或 者 - 氢 回 ” 

“县 有 非 固 有 中 心 的 施 四 ”* 使 罗 巴 契 夫 斯 基 平 面 的 所 有 点 沿 着 
驻 点 书 为 中 心 的 对 应 - 标 耻 四 移动 .“ 标 限 加 ?在 这 种 :移动 ?下 都 
是 不 变 曲 缚 。 

射影 形式 的 罗 巴 损 夫 其 基 末 何 结构 的 简 旬 八 述 就 结束 到 这 
襄 。 更 详尽 的 材料 在 有 并 这 个 阅 题 的 专门 书籍 典 可 以 找到 。 只 人 须 
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注意 ,用 射影 形式 可 以 实现 罗 巴 帆 夫 斯 基 规 何 , 这 是 它 的 抵 矛 盾 性 
一 种 扰 可 非 难 的 证 朋 。 


必须 补充 说 明 的 是 还 有 第 三 种 克 何 系统 ,就 是 所 裔 黎 曼 炙 何 。 
如 果 用 姬 二 次 曲 扣 作为 在 面 的 秽 对 形 ， 这 种 航 何 就 可 以 用 射影 形 
式 构成 。 

据 此 ,就 可 以 用 射影 形式 比较 全 究 这 三 种 克 何 系统 ( 欧 爸 里 得 
玲 何 、 罗 巴 契 夫 斯 基 末 何 与 黎 餐 条 何 )。 这 样 研究 的 最 主要 意义 是 
很 明显 的 。 


1. 已 知 平面 上 “ 非 轩 有 ”让 综 与 一 个 “平行 四 边 形 ”的 三 个 顶点 4, B,C。 就 作 第 
四 个 顶点 DD。 

2， 已 知 " 非 加 有 "直线 与 三 角形 4B3C。 武 作 三 角形 的 "中 穆 ”。 

8. 已 知 “ 非 固有 ”次 牺 , 昌 知道 平行 由 边 形 ”4BCD 的 对 角 钱 4C ,对 角 结 BD 的 
方向 (站 和 线 9) 与 边 4B 的 方向 ( 直 原 门 。 试 入 这 个 “平行 汉 边 形 ”。 

4. 已 知 " 非 固有 直 铺 与 三 角形 4BC， 试 证 ,三 角形 雨 边 中 点 的 联结”* 平 行 ” 衣 
第 三 边 。 

5 已 知 一 个 二 砍 而 各 ( 已 画 出 ) 与 笠 讽 于 任意 … 点 O， 取 点 O 作为 已 知 曲 粮 “中 
心 ”? 评 作 平面 的 * 非 轩 有 ?” 直 终 。 

6， 已 知 二 次 曲 禾 的 南 个 秆 种 ( 交 从 点 坟 的 穆 段 4 已 和 CD)。 试 作 '“ 非 固有 ” 直 糠 。 
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7， 已 知 平面 的 “ 非 固有 2 让 和 乡 7 只 及 二 次 曲 香 的 <“ 中心 2O 与 嘴 .4B。 试 作 与 臣 
有 4B* 共 幅 * 的 起 利 的 方 奇 ， 

8， 从 射影 特征 设想 ,武直 双 则 # 辕 渐 二 怕 在 宕 鸣 切 入 上 所 鹤 的 锦 股 被 切 点 平分 。 

9. 试 证 任意 划 牺 与 双 犁 特 肪 蓄 洛 和 生 的 突 加 所 入 成 的 粹 有 申 炮 相 窜 。 

10, 已 知 “ 非 园 有 ” 直 转 : w 种 和 过 “个 二 亲朋 补 ( 忆 两 出 与 任 辫 一 条 丰 缚 9。 就 
作 已 知 曲线 上 平行 > 共 9 的 切 综 : 

11. 已 知 “ 非 国有 ”下 和 绵 与 宇 霸 击 的 " 较 计 ”对 个 CF 章节 王 理 村 合 的 任意 两 个 对 
应 点 对 )， 试 作 已 知 三 角形 #50 的 二 * 本 心 

12. 已 知 平 面 的 * 筷 对 形 立 像 在 宫 ~= 癌 及 殉 讲 样 }， 吉 条 , 王 名 浊 " 且 方形 ”的 对 角 
及 4C 以 及 边 4 马 的 方向 ， 就 位 这 个 扩 万 形 

13, 起 性 :四 其 二 次 晤 稼 的 博取 射 " 扫 出 贺 灾 为 宪 埋 身 ， 

14. 已 知 平面 的 “ 绝 避 2 与 生意 牢 引 4P。 式 证 :使 但 段 0 能 答 才 在 神 自 0B 
《这 谈 0 是 强 耻 -4B 的 中 加 下 的 和合 太 安 的 本 总 地 从 是 "* 旋 鲁 "的 特 纤 博 形 ， 

提示 。“ 旋 晴 ? 是 翰 通 过 全 的 呵 人 < 到 贡 2 拘 本 

15. 已 知 素面 拒绝 导 尼 ?， 亚 记过 改行 关 边 形 ”4B8CD， 试 利用 由 这 当 方法 选 
取 的 十 个 “及 堵 所 革 成 的 省 行 到 训 全 于 行 疝 于 形 ? 的 出 个 对 边 重 合 ， 

16. 已 知 平面 前 “ 范 寺 形 与 三 角形 :4BC， 试 作 在 相似” 安 换 下 与 已 知 轿 形 “由 
似 2 的 三 角形 2 请 C"， 这 个 相位 富 桨 定义 为 下 而 南 个 变换 的 入 :使 直 斩 48 对 应 " 平 
行 "直线 4B 在 图 识 已 输入 六 产 汉 昌 与 亿 4B 为 寺 的 < 信人 射 ”。 

17， 试 证 有 公共 中 心 克 证 畦 傍 广 可 换 和 办 : 

18. 试 证 平移 檬 减 区、 

19. 试 夕 所 有 的 东 一 丙 移 动 卉 此 如 ,然而 第 二 丈 徐 动 不 棋 成 用 

20， 妖 切 址 射 的 集合 不 槛 或 至 

提示 。 利 用 3 52 容 的 定理 ,第 全 器 素 业 换 可 以 用 隙 个 迁 射 的 种 类 示 。 

叶 . 哉 证 空间 的 所 右 球面 癌 通 二 站 网 有 至 是 革 沁 台 红 才 对 应 的 盛 基本 二 次 曲 乡 
(《 红 图 

提示。 利用 球 潭 的 下 做 面 ; 

22. 试 举 同 素 变换 的 实例 ， 划 弃 和 同 表 变 换 人 的 积 不 具有 器 换 性 。 可 以 上 《KK)》， 
‘A), 人 和 有 《W) 是 可 换 重 电 ? 

中 剩 搬 丰 尺 与 斯 直 纳 交 园 定 几 作 下 方形 4BCD， 它 的 一 个 边 :4B 在 轿 衷 是 已 
知 的 。 
24. 试 就 上 是 的 各 件 ， i 襄 江 王 角 后 48C, 它 的 边 4B 在 加 亮 是 已 知 的 。 


全 加 里 发 的 作 们 个人 抬 本 i 让 中 全 变换 实现 的 顺序 笑 产 ， 这 样 理 就 是 做 可 
换 到 ( 避 韦 阿 代 人 尔 型 》 
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25， 已 知 不 商 的 绝对 形 " 二 “正方 形 后 "BCD 的 边 -48。 就 利用 把 丰 粮 # 上 的 已 
知 x 纸 对 ?对 合 变 为 非 同 有 直线 上 绝对 对 合 的 过 射 ($ 91,2s9 页 ), 从 * 正 方形 "AB0D， 
使 它 在 上 注 的 透射 嘉 对 应 正方 形 AB 

26， 在 与 前 一 问题 颈 似 的 条 件 下 ,已 知 一 这 -42 式 作 "沾边 ”三 多 形 4B0。 


原 史 简 述 


$ 79， 古 代 希 及 的 初等 灵 何 . 身影 几何 的 原始 概念 

作 何 学 费 展 的 下 个 三 由 洽 昌 这 样 是 登 参 考 的 例 -和 江 ， 这 门 学 科 
的 物质 根源 始 於 人 类 7 任 会 的 生活 再 受 ( 测 地 入 ,住宅 建筑 了 术 , 给 隐 
术 以 及 和 后 永 的 工 瞩 工 业 , 等 等 ), 乞 坟 到 了 高 度 的 理论 水 下, 就 产生 
了 自己 独特 的 同时 灵 是 得 壮 泣 的 万 法 ， 这 种 方法 还 可 能 再 代 色 休 
学 更 有 效 邮 应 用 到 实际 问题 【- 

“ 欲 关 到 这 种 观念 ,好 咏 徐 形 的 一 边 为 轴 施 转 而 得 出 图 柱 形 形 
象 的 观念 , 那 谨 首先 应 该 研究 - 些 现实 的 移 形 与 圆柱 ,部 使 是 标 不 
完全 的 形体 ， 和 蔚 仙 一 团 税 学 一 样 ， 数 学 是 从 八 倘 的 实际 需要 新 
生 的 :就 是 从 地 段 面 各 及 才 物 窑 术 的 测 证 ,从 时 间 六 机 械 学 的 计算 
等 产生 出 来 的 ， 和 苹 他 一 切 思 和 纵 蚀 域 宁 的 情形 一 栏 ， 从 现实 世界 
抽象 旦 来 的 法 则 ,在 某 种 爱民 阶段 上 与 现实 世界 相 制 列 ,站 上 与 之 
相对 立 , 因此 看 起 来 它 好 像 足 独立 的 东西 , 是 从 外 面 来 的 法 区 ,而 
世界 则 应 该 与 它们 相 衣 应 TP. 恩格斯 反 杜 林 论 1952 年 俄 文 版 37 
页 )。 

还 在 上 古 时 勘 ， 大 个 生活 与 年 在 的 许多 问题 就 已 要 求 他 们 建 
立 最 简 昌 的 胡 亿 概念 与 规 任 ， 这 些 概念 与 规律 改 年 在 周围 世界 证 
且 往 过 扫 象 的 过 程 逐 潮 地 用 让 了 一 站 独立 的 科学 一 一 - 厅 何 学 。 

了 H. B. 斯 大 林 在 他 的 经 内 洲 作 ”上司 克 四 主 靶 生 语言 学 问题 并 人 
民 出 版 社 1953 年 版 22 而) 让 沉 道 :文法 在 过 -~- 方 面 很 像 克 何尝。 


具 箱 性 的 雹 笨 , 巧 在 决定 它们 之 天 的 相互 关 傈 的 时 候 , 不 当成 某 些 
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有 具 笨 当 象 间 的 共 负 了 惠 傈 ， 而 证 成 一 遇 没 有 任何 具体 性 的 物体 加 的 
相互 关公” 

对 现实 他 界 周 图 对 象 研究 和 的 结果 能 建 并 了 各 种 性 质 的 多 何 规 
律 ,特别 是 与 对 末 何 物体 测量 有 了 关 的 说 建 或 :度量 " 需 律 ,及 及 与 物 
体 及 它们 的 元 素 相 五 排 蜀 有 并 的 -位 下 ?规律 最 后 的 这 样 规 律 就 
悍 慢 形成 了 克 何 学 的 分 枝 . 这 一 "分 枝 印 饭 谓 "位 从 友 何 学 "或 “射影 
友 何 学 ”。 

读者 从 这 个 简 述 会 看 要 ,在 大 允 生 人 在 的 各 个 历史 时 代 , 人 类 在 
某 种 表面 上 擅 葵 周转 物体 的 总 癌 革 放射 少 杰 何 的 产生 和 澳 展 有 重 
大 的 意义 。 像 下 图 和 未 撒 比 文字 的 产 告 ， 起 源 更 古 些 。 在 原始 用 
有 具 简陋 物件 上 的 花样 , 贸 喀 布 : 江 廊 上 的 给 闸 ,举人 和 像 以 及 那些 类 侯 的 
形象 都 芭 映 了 当时 人 们 的 日 贡生 活 利 信仰 ， 也 反映 了 他 们 窒 美 的 
愿望 。 

因此 很 明 题 ， 因 放 所 描 论 前 窜 体 的 点 与 它 在 平面 上 或 曲面 上 
的 像 点 则 对 应 的 克 何 理论 ， 其 把 人称 的 戎 合 与 观念 是 要 追 湖 到 远古 
时 代 的 ， 这 些 古代 摘 旺 逐渐 地 呢 层 ， 折 颖 晶 的 法 划 是 构成 射影 方 
法 的 起 源 ， 这 种 方法 的 中 人 象 在 讲 多 项 及 数学 中 已 罗 可 以 看 到 。 特 
别 是 ,我 们 应 该 指出 纪元 前 二 住 纪 欧 角 里 和 社 与 咖 略 首尔 (Temt0x0p) 
的 “光学 ”以 及 和 天 前 161 一 126 @ 年 布 巴 八 茜 (Hipparchos) 所 发 
现 的 测 地 射影 法 。 儿 何 学 在 吉 代 : 测 腾 时 其 , 征 论 在 实际 材料 方面 ， 
或 是 在 革 些 理论 基础 的 贷 定 方 而 如 有 了 光 放 的 发 展 。 在 这 方面 估 
特殊 显著 地 位 的 是 欧 色 里 得 的 “多 休 原 本 ”这 本 书 对 於 整 理 所 有 
积累 起 来 的 友 何 材料 , 王 依 据 一 此 特别 提 册 的 公理 .公心 和 定义 来 
慧明 这 些 材料 的 企图 ,已 经 做 型 了， 至 藤 这 到 兹 何 的 事实 , 那 麻 每 
个 中 学 生 ，, 在 初 衬 数学 教程 昌 术 听 税 过 时 达 哥 近期 (Pythagoras) 
定理 (和 元 前 六 世纪 )， 硕 包 车 拉丁 Lpokrates) 的 初 月 形 ( 纪 元 

©0 某 些 习 史家 站 为 这 是 多 来 称 CKPtolomay ) 发 现 的 。 
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前 五 世 和 ,了 欧 研 星 得 公 悦 . 乱 匹 前 三 世纪 ), 多 来 梅 定理 (和 元 前 二 
世 和 和 ) 等 等 : 

希 脐 玫 伺 学 者 最 让 越 的 成 钨 之 一 ， 是 他 们 所 癸 完 的 图 欠 截 入 
的 初等 理论 。 这 些 昌 织 的 素 现 半 功 於 析 拉 阁 (Plato) 的 学 生 米 涅 
海 好 Menexes, 引 匹 豚 四 吓 入 人 但 是 他 兹 没有 指出 它们 是 立体 龙 
何 土 许 特 琴 雏 的 做 织 和 四” 纪 四 论述 轩 詹 截 加 的 有 阿利 斯 太 格 司 
(Aristarchus， 如 元 山内 推 纪 1 网 兆 里 得 《各 元 前 三 世纪 ) 与 阿波 
罗 尼 (Appolonius. 和 元 前 250 一 190 年 ) 等 所 写 的 著作 。 

后 者 和 代 惫 过 八 爸 一 回答 虑 绿 论 ”这 个 著作 可 以 称 为 “希腊 所 
有 炙 休 学 之 冠 "， 革 中 包 信 有 胸 度 加 外 零 忽 系 统 的 研究 ,特别 是 共 
示 直 径 的 性 质 与 双 遇 入 的 浙 近 加 等 等 ， 除 了 大 量 新 的 实际 材料 
外 ,还 应 该 指 岂 阿波 罗 尼 甬 舍 作 具 有 原则 上 的 与 方法 论 上 的 价值 。 
璧 如 ， 他 合 最 先 在 同一 个 点 误 了 得 则 所 有 三 种 周 雏 蕉 线 ， 他 不 仅 
考察 了 旅 鲜 天 锥 ,而 且 还 考察 了 以 图 为 底 的 匀 圆 铁 。 此 外 ,他 还 认 
为 圆锥 是 由 雨 个 后 为 钙 所 料 成 ， 最 后 ,这 些 曲 乡 的 名 称 : 梯 略 , 抛 
物 壬 与 双 曲 答 也 是 阿波 罗 尼 起 的 ， 虽 然 这 些 名 称 有 的 也 被 其 他 和希 
脱 数 学 者 使 用 过 。 

应 态 指 出 ,阿波 罗 尼 是 已 经 知道 完 双 四 角形 的 寄 和 性 质 的 。 

在 去 代 币 腹 的 不 千 道 产 居 ， 我 们 还 应 该 指出 对 於 从 何在 射影 
综合 方 同 上 进一步 发 展 有 刊 的 那些 著作 与 个 别 事实 。 属 於 这 方面 
的 , 主要 是 巴 普 斯 的 著作 (纪元 和 后 三 世 思 ) 与 谢 林 (Cepert) 和 美奈 劳 
斯 (Menelaus, 纪元 后 一 此 红 ;著作 的 -部 牙 。 前 者 的 著作 名 为 : 数 
学 侍 集 ”， 共 八 众 。 但 是 ， 保存 到 现在 的 只 有 最 后 的 天 谷 与 第 二 答 
的 标 少 片段 、 在 这 个 著作 中 已 绎 有 了 对 合 概念 的 最 初 萌 苗 ， 特 别 
是 ， 有 了 到 和 后 来 很 晚 才 彼 季 沙 格 发 现 的 三 对 点 的 对 合 关 傈 。 巴 普 
斯 还 证 阴 了 关 基 出征 徐 绿 局 接 天 角形 的 巴 斯 加 定理 的 特殊 情 形 ， 
@ 参考 查 哈 拉 斯 Ilaxapnae) 半 射影 太 何 引 论 ，1922。 
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就 是 当 轩 外 曲 各 是 次 禄 对 的 届 彩 点 林 所 宫 的 著作 是 “天 套间 柱 
ee 他 得 到 了 一 个 起因 :这 个 定理 在 现代 数学 中 戏 述 
成 :“ 用 站 和 贸 礁 调和 蒜 束 ;到 在 酝 午 下 得 到 调和 点 则 ”， 


关 座 三 角形 秦 绪 的 美奈 劳 斯 定理 ,到 现代 还 刘 在 初等 多 何 、 解 
析 炙 何 和 射 沪 炙 何必 @ 。 


3 80， 文艺 复兴 时 期 踢 於 小 樟 的 研究 

虽然 古代 希腊 和 罗马 在 透视 鼎 河 得 到 了 一 些 成 就 ， 众 站 它 的 
极 碟 时 期 是 文苑 复兴 时 期 ， 泪 所 与 给 陪 史 寺 的 光 部 时 期 是 同时 
的 。 

璧 如 , 德 尤 拉 (A. obep, 147!- :15281 寅 了 考 站 证 罕 透 视 法 划 
的 著作 ，1525 年 在 组 币 误 出 应 在 这 个 著作 台 他 研究 了 从 向 点 到 
物体 各 点 的 祝 绿 的 截面 ( 溶 阅 昨 ; 米 旧 利用 了 正 射 形 法 (平面 图 与 
垂直 射影 )。 

德 尤 拉 为 了 梯 成 深度 测 尺 还 应 月 了 “路 离 点 *、 在 他 以 钱 ， 诈 
多 德国 画家 写 了 关於 透视 法 的 藻 许 

在 十 五 世纪 萨 咎 划 ， 意 六 刘 的 许多 蔓 术 家 济 建 策 家 合 把 透视 
法 应 用 到 它们 的 荡 入 上 了 了。 

天 才 的 建筑 家 和 学 者 阿 佑 尔 特 \AaboepT、1402 一 1472) 最 先 写 
出 天 礁 透 税 和 的 尖 籍 (推测 大 和 蜀 壮 1446 年 1。 坊 书 基 用 拉丁 文 窟 的 ， 
帅 版 於 1511 年 , 书 名 为 “De Pietmra” 

在 阿 倍 尔 尾 的 这 个 著作 下 ， 它 利用 有 很 大 实际 意义 的 珊 表 描 
写 了 透视 作 痢 的 方法 、 亿 还 把 应 该 与 应 方形 对 角 奈 一 致 的 测 尺 点 
应 用 在 它 的 作法 保 。 由 莽 他 版 次 提 芭 任何 完善 说 法 对 蕉 号 然 看 不 
懂 好 的 作 贺 正 俊 性 的 那些 人 们 祁 汪 济 基 事 ， 他 就 没有 作出 测 尺 点 
这 个 性 质 的 证 明 


Gr 


各 关 夺 范 时 定理 对 徐 '; 册 灾 成 的 球面 三 隐形 也 成 立 。 
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多 才 多 张 的 进 ， 六， 文 辣 (1453 一 1519) 在 透视 售 域 蝇 也 显示 
了 他 前 才能 ， 文 奇 号 了 以 <Trattato della Pittura” 汶 题 的 天 认 透 
税法 则 的 系统 化 述 。 这 在 当时 来 说 是 很 讲 越 的 ， 

眶 便 提 一 下 ,在 这 个 车 诈 中 他 作 则 了 箱 尺 法 的 经验 规则 。 

意大利 办 画 往 的 伴 大 革 锅 们 ， 像 拉 和 尔 (Paga3Ip), 米 殉 尔 - 
安 齐 劳 〔MUIRed5-AUTUDEeI0)， 齐 里 (TiudaH), 威 偷 末 (BepoHe3e) 
和 其 他 等 人 都 把 透 税法 运用 在 自己 的 技巧 中 ， 同 时 拉 斐 尔 利 米 殉 
尔 - 安 齐 劳 是 特别 恋 格 遵循 这 些 法 则 的 , 但 是 , 像 威 侩 部 叉 不 太 受 
这 些 法 节 的 束缚 。 警 如 ,在 他 的 画 “Ppak B kaHe” 中 有 七 个 视点 和 
五 条 水 平 称 。 

在 科学 方面 有 特殊 债 值 的 ,是 格 为 德 * 屋 巴 利 基 ([BHno Y6axp~ 
6) 在 1600 年 所 穷 的 关於 泛 祝 的 著作 ， 在 这 个 著作 中 探讨 了 了 关 放 
聚集 点 的 一 般 理 论 ， 尾 巴 利 基 把 它 几 做 Puncti concursi， 作出 23 
个 透视 作 图 法 划 莫 且 作 到 建立 同 素 变 换 概念 的 第 一 步 。 屋 巴 利 基 
还 研究 了 按照 图 形 的 映像 来 确定 固形 的 大 小 法 ， 创 立 了 画 法 克 何 
一 个 众 枝 。 这 个 分 枝 四 於 照 像 术 的 区 了 明 而 得 到 独立 的 兹 且 此 和 后 被 
称 为 “照相 测量 入 ”从 滨 说 的 这 些 我 们 可 以 看 到 屋 巴 利 基 著作 的 
巨大 意义 ,但 是 他 对 於 凸 透视 ， 险 影 作法 等 则 题 的 研究 , 更 增加 了 
这 著作 的 价值 ， 

至 於 这 个 时 期 舟 秽 在 俄国 和 给 西 术 中 的 应 用 ,从 16 世纪 文稿 中 
的 一 些 插画 来 推 新 ， 可 知 在 作 图 时 已 有 初步 的 透视 理论 。 透 视 射 
影 的 发 展 在 俄国 绘画 入 中 走 过 独 立 的 道路 。 18 世纪 俄国 的 画家 
什 巴 洪 夫 (HIaEoaop )， 级 耳 索 天 (ErpcoB)， 阿 虽 克 谢 天 (ATegKCceeB ) 
签 等 已 经 掌握 了 透 入 的 理论 赣 且 蕊 更 天 的 技巧 应 用 了 它 。 

在 文苑 复兴 上 旦 期 输 画 术 和 建筑 术 的 煤 灿 效 展 激 起 了 对 放 适 祝 
问题 的 巨大 注意 , 兹 且 在 这 种 情况 下 它 推进 了 对 理论 的 研究 ,这 些 
成 果 的 作用 很 快 的 影响 到 几何 学 。 
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透视 问题 是 推广 到 射影 克 亲 的 恨 源 站 此 贷 定 了 射 凡 林 何 的 基 
礁 。 

在 1636 年 第 沙 格 富 了 标题 为 “用 透视 发 示 对 象 的 一 般 方 法 ” 
的 一 本 小 书 ( 公 无 1636 巴黎 出 厂 ? 在 这 个 著作 里 ,为 了 料 成 透 秽 
测 斥 他 第 一 次 探 用 了 座 标 法 “他 几 给 图 硬 与 对 象 面 的 安 绢 作为 一 
个 轴 , 用 在 给 图 面 上 上 垂直 於 二 象 洗 的 真名 作为 第 二 个 机 ,用 在 对 象 
面 上 垂直 共 烛 图 面 的 直线 作为 第 注 个 四 四 此 ， 绾 图 面 与 对 象 面 
是 十 个 座 标 面 ， 而 第 三 个 座 祭 面 与 它们 垂 上 ， 在 座 标 轴 上 答 出 宽 
度 , 高 度 和 深度 的 浏 八 .而 深度 用 透视 测 玉 给 同和 @. 

笛 沙 格 前 另 一 个 著作 是 研究 而 吹 与 至 面 宫 安 的 问题 全 Bro- 
uillon project d'une atteinte :QI evenements des rencontres 
d'une cone avec un plan”, 163 | 询 , 耸 内侍， 1345 年 法 山 熊 何 学 
者 及 数学 史学 省 查理 《Chasles) 供 然 在 巴黎 的 一 个 蔓 着 店 凤 得 到 
了 带 有 这 个 重要 著作 原稿 的 抄本 

在 那 蔓 币 沙 格 第 一 次 把 团 欠 做 扣 看 做 是 固 的 稻 视 形 、 由 此 所 
有 了 关於 园 锥 堆 多 的 研究 探 用 了 特 罚 简 澡 的 形式 ,所 有 三 种 曲 牧 ( 构 
园 ,抛物 乏 和 双 邮 绢 ) 都 包括 在 一 种 方法 中 在 利用 透 秽 作为 研究 
的 一 般 方 法 旦 ,鱼水 格 号 不 得 不 证 究 所 谓 侍 肝 迁 限 泛 元 素 的 问题 。 
他 认为 ， 所 有 下行 粮 独 相交 去 所 直 扰 限 过 的 点 ， 由 此 笛 沙 格 贷 定 

了 空间 射影 概念 的 基 人 链 ( 完 全 的 射 死 空间 )， 兹 县 使 研究 射影 变换 
成 为 可 能 。 
最 和 后 ， 向 沙 格 工作 的 第 三 个 重要 成 果 是 关於 点 刘 虹 点 的 对 合 
全 很 在 标 地 ,这 个 著作 引起 了 很 多 择 崇 ， 人 在 对 它 的 回答 芝 生 示人 震 宣告 ， 纵 能 在 他 
的 方法 喜 找 到 锁 先 ,他 支 纵 100 个 西 址 牙 涵 ， 谁 能 提出 较 好 的 方法 ， 他 支 给 1000 个 法 
子 。 
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对 应 的 研究 ， 这 由 的 术语 -对 合 " 也 是 季 沙 格 从 植物 学 辞典 中 取 待 
的 @ 。 他 把 探 列 点 列 的 谋 独 外 做 : 树 ” 把 线段 的 起 点 叫做 “树干 "而 
把 牺 段 本 身 时 做 “树枝 ”党 等 ， 

全 小 格 镀 究 了 下 千 开 是 对 的 对 合 位 轿 ， 逆 且 证 明了 关於 通过 
四 个 不 动 中心 的 剧 锥 截 狠 来 与 走神 相交 得 到 对 合 的 檬 一 般 的 定 
理 @ 。 

最 后 , 有 必要 提 到 本 刷 $23 中 详细 处 析 过 的 关於 透射 三 角形 
的 笛 沙 格 定理 ， 这 个 定理 对 零 厅 何 学 的 重大 意义 走 至 於 在 这 本 季 
香 的 书 撕 也 能 看 到 。 

重水 格 的 工作 打下 了 壬 说 多 何 的 科学 基础 ， 因 此 正人 雁 地 说 应 
当 把 他 在 作 契 这 个 学 科 的 同好 洛 ，“ 天 离 射 彤 久 何 的 原始 观念 是 
产生 在 技术 作坊 哑 。 里 显 的 入 水 格 - -新 综合 色 何 的 始 租 一 府 
是 一 个 建 条 取 和 工程 县 ， 著 匡 是 著名 阁 学 家 和 数学 家 伴 卡 儿 @ 的 

另 一 个 著名 的 法 国 克 何 学 家 巴 斯 加 的 著作 发 表 为 广告 的 肛 
式 ， 其 中 应 该 注意 色 他 关於 出 稚 截 称 的 主要 著作 。 巴 斯 加 把 他 第 
一 个 实验 几 做 “出 雏 蕉 称 钙 完 的 实验 "公元 1649 巴黎 )。 这 是 他 
16 访 的 时 候 宽 的 . 

在 这 个 著名 的 著作 吐 已 磅 作出 关於 圆锥 瞩 红 内 接 太 角形 的 忆 
斯 加 定理 : 巴 斯 加 代 打 筑 研 究 完 整 的 阳 鱼 截 各 理论 ， 巧 县 据 查 理 
说 ,他 从 全 的 定理 (他 称 它 为 串 秘 的 天 角形 一 Hexagramma mysti- 
cum) 待 到 400 个 推论 。 这 个 定理 对 谎 贺 锥 截 缚 的 理 葵 有 很 大 的 
合 值 ， 因 为 它 俊 定 了 图 锥 截 训 上 天 个 点 的 射影 相关 性 。 如 果 把 这 
些 点 中 的 五 个 看 做 是 已 知 的 ,到 它 介 就 俊 定 了 这 个 图 雏 截 委 , 薄 县 


人 字 们 “对 从 ”表示 嫩 复 接 荐 求 族 的 状态 。 
四 这 个 定理 的 特殊 情形 站 略 来 榜 成 的 对 合 。 
四 立 哈 拉 斯 (laxapgac) 善 “射影 炎 何 引 论 ”9 页 。 
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任意 大 个 点 (流动 的 必须 消 足 由 巴 斯 加 定理 所 表明 的 条 件 。 因 
此 这 个 定理 可 以 看 作 是 图 欠 截 笋 五 程式 的 一 种 “射影 等 值 形 ”。 

必须 指 加 ， 这 个 时 划 数 尝 家 的 注意 力 售 被 吸引 到 研究 友 何 间 
题 的 新 方法 上 。 这 就 是 邢 主 更 后 红 尖 名 (1590 一 1663) 和 人 符 卡 儿 
《1596 一 -1650) 所 约 明 的 解析 休 何 学、 闪 而 休 何 学 往 息 在 射 觉 综合 
方面 的 发 展 有 些 还 纵 。 保荐 在 第 小 格 租 世 斯 加 死 乒 ( 锐 者 死 於 
1662 年 ， 笛 沙 格 死 在 他 前 一 年 ) 一 下 五 十 年 ,在 射影 厅 何 的 颌 域 中 
开始 了 下 面 就 要 诸 到 的 新 的 创造 尘 期 ， 对 岭 射 觉 妈 何 来 说 起 特别 
出 色 作 用 的 是 法 欧 友 何 学 者 萌 斯 从 (1788 一 1x67) 的 著作 。 豆 斯 来 
的 主要 著作 是 “ 论 阅 形 的 射 沉 性 盾 , 供 研究 珈 法 多 何 的 应 用 和 地 面 
凤 何 测量 省 的 用 浮 ”(1323) 

彭 斯 来 在 他 被 俄 回 俘虏 让 阵 拉 多 天 时 期 LI 1813 年 琳 到 1314 
年 秋 ) 所 完成 的 这 个 著作 里 , 依 亿 沙 格 和 巴 沾 加 那样 地 ， 对 其 图 形 
末 何 性 质 的 研究 利用 了 中心 届 及 法 或 因 包 射 觉 法， 这 样 就 使 研究 
图 雏 截 梨 的 岗 题 变 为 研究 图 的 沿 题 ， 研 究 四 边 形 前 问题 变 为 研究 
平行 四 边 形 的 问题 等 等 。 影 声 来 从 投射 法 和 起 断 法 出 发 ， 研 究 了 
在 这 些 作 法 下 保持 不 变 的 证 毕 交 有 形 往 盾 ， 册 咒 是 射影 性 完 。 鳞 论 
外 给 图 射影 或 者 症 应 证 射影 的 性 置 媳 与 它们 有 因 。 和 后 者 与 芝 斯 来 
对 於 四 个 调和 点 〈 就 是 交 尺 比 等 走 --1 的 情形 ) 所 研究 过 的 所 谓 
“ 安 叉 比 * 的 概念 有 辣 ，, 

彭 斯 来 公 研 究 过 空间 透 对 ， 开 且 得 到 在 作 平行 平面 交 义 的 无 
限 远 直 委 的 概念 . 

最 后 ,水 斯 来 还 研究 过 关 诬 点 和 过 各 配 称 对 应 的 理论 , 闭 且 还 
把 它 用 来 研究 图 形 的 广 邵 。 

天 肉 配 标的 发 现 和 这 个 汕 刘 人 @ 的 引用 , 记 尔 出 Gergoune) 也 
和 彭 斯 来 同样 划分 享 荣 吕 二 休 册 在 他 的 研究 吾 应 用 过 对 偶 原 
。 @ 益 不 多 与 数学 家 出 合 政 (CepsyaJ(1810) 辣 路 引用 的 。 
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理 。 这 个 原理 是 新 色 何 学 的 一 个 下 有 黎 的 方法 ， 

正 是 由 旗 这 个 方法 布 利 安 杀 (1906) 才 得 到 了 他 的 关於 二 次 曲 
本 外 切 天 边 形 的 定理 , 它 旺 巴 汤加 定理 的 对 偶 定理 。 还 应 蔷 注 意 ， 

术语 “调和 对 -是 布 利安 么 定 的 . 

我 们 还 要 提 到 法 国 克 何 学 者 卡尔 诺 〈Carnot) 和 的“ 位置 克 何 ” 
(1803) , 在 这 本 书香 他 引进 了 完 公 四边形 的 概念 。 

这 样 一 来 ， 就 货 定 了 成 为 独立 学 科 的 新 末 何 学 或 射影 厅 何 的 
基础 ， 

还 应 当 提出 的 是 从 法 国 休 大兴 何 学 者 蒙 日 (Monge) 的 主要 方 
法 建立 起 来 的 画 法 克 何 。 

蒙 日 是 法 国 大 革命 肝 代 榴 人 .人 有 一 个 时 期 担任 过 海军 部 长 
总 目 还 是 有 名 的 综合 工 艾 学 校 交 创始 人 ， 和 由於 技 术 的 苞 展 以 及 逢 
要 克 何 奏 图 的 那些 实际 间 题 ， 不 两 个 下 而 上 的 正 射 影 法 就 破 引 用 
到 实际 生活 自 。 建筑 学 、 营造 学 , 礁 法 、 日 规章 作 等 各 种 问题 
就 是 这 样 。 蒙 日 和 的 方法 -直到 现代 仍然 是 工程 技术 并 因 的 基本 方 
法 。 

因为 按 这 个 方法 构 臧 的 个 合 癌 表现 空间 的 实际 天公， 也 以 它 
是 许多 故 何 定理 的 在 源 。 在 党 日 得 到 了 煞 密 、 完整 、 独 并 ,而 又 标 
特殊 的 画 法 伙 何 方法 之 向 ， 画 法 悉 何 就 不 偿 是 可 以 看 作 具 有 很 实 
际 意 义 的 学 科 ， 丽 是 还 可 以 看 作 其 有 理论 俩 值 的 独立 学 科 。 了 关於 
这 一 点 查理 说 过 (“ 奶 何 学 史 ”2340 下) 枉法 静 何 出 现 之 后 ,不 论 是 
在 概念 上 或 在 方法 下 都 立 烈 挤 天 起 来 ,使 八 们 对 碍 友 何 (是 巾 拟 欧 
夫 里 得 , 阿 基 米 德 ,阿波 罗 尼 的 学 科 , 是 迎 赎 略 , 列 普 拉 , 巴 斯 加 , 韦 
更 斯 发 现 自 然 规律 时 掌握 的 咋 一 工具 ， 最 和 后 是 央 生 和 牛 王 的 永 垂 不 
朽 的 著作 “Princeipia” 的 学 科 ) 忽 视 将 近 一 世 轰 之 和 久 ， 

变 像 态 斯 (Mobius) 的 著作 -重心 的 计算 中 菜 比 锡 1827 年 版 ) 
对 放射 影 克 何 的 发 展 上 共有 重 此 意义。 其 中 关於 图 形 射 影 性 质 的 研 
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究 得 到 了 完全 的 推广 ， 余 如 变 你 访 斯 证 了 明了 一 站 娘 革 四 个 贴 交 又 
比 的 射影 性 。 他 得 到 了 下 面 上 和 罕有 站 自 的 一 一 对 应 (或 一 对 一 变 
换 ) 的 概念 , 特别 是 他 研究 的 局 来 变换 , 斌 是 把 点 变 为 点 直 狠 变 为 
次 穆 的 变换 。 同 时 他 还 研究 了 只 过 变换 ， 就 是 把 点 变 为 在 贸 直 各 
变 为 点 的 变换 。 例 如 并 共 已 知 加 欠 蕉 名 ， 点 变 为 直 原 而 直 粮 变 为 
点 的 配 标 变 换 就 是 这 种 变换 。 

这 样 ， 变 像 乌 斯 就 以 完 圣 治 光 的 方式 证 明了 射影 概念 就 是 场 
的 一 一 对 应 天 傈 。 

变 伟 筷 斯 的 著作 间 世 思 和 后 不 和 久 , 斯 如 洁 (1769 一 1863) 的 经典 
著作 以 一 个 相当 长 的 慎 名 发 均 了 , 嘎 名 的 有 开头 是 :一 个 双 何 图形 
与 另 一 个 末 何 加 形 相 刚性 的 系 儿 第 吉 和 … 所 柏林 1832 年 版 )， 

在 那 俱 公 富 出 利用 十 个 射影 绪 束 构成 因 外 截 蘑 的 重要 定理 
(正定 理 和 逆 定 理 )， 因 之 第 一 次 得 到 了 哈弗 东 的 交叉 比 等 式 有 
因而 与 空间 射影 方法 无 关 的 加 纵 虐 如 定义 ， 斯 丹 诺 思想 的 发 展 给 
出 了 二 次 曲线, 二 次 曲面 ,空间 三 坎 曲 穆 , 三 区 曲面 等 等 的 射影 构 
成 方法 , 

斯 丹 绽 在 他 委 己 的 敏 述 中 刊 用 到 彭 斯 来 和 吉尔 刚 所 发 现 的 对 
偶 原 理 , 闻 且 他 把 定理 弛 列 地 富 出 来 。 

我 们 还 要 提 到 他 的 著名 著作 ,研究 在 不 面 革 给 出 一 个 定 半 和 后， 
香 用 一 根 直 信 来 完成 厅 箱 作风 的 同 题 ， 斯 丹 骨 的 这 个 著作 也 像 意 
大 利 的 克 何 学 者 局 斯 克隆 尼 {Mascheroni) 的 著作 : 圆 现 楼 何 学 ” 
(1797) 一 样 ,仍然 是 色 何 作 赔 蚀 城 中 的 绊 典 等 作 8 ， 

蓄 不 多 与 斯 丹 纲 同上 时 荡 且 但 让 地， 查理 也 以 交叉 比 为 基础 筑 
定 了 和 发展 了 射影 峻 何 学 , 它 的 鞭 作 叫做 “天 於 高 等 克 何 的 论文 ” 
发 表 在 1852 年 。 在 男 一 个 著作 桌 , 查理 论证 过 所 询 “ 御 定理 论 ”、 


全 全 最 近 砍 立 的 放 一 个 辕 规 沪 现 的 党 语 作 较 泪 , 全 寥 数学 案 Teoprow 0p0x 在 
宇 的 著作 “入 内 的 南 失 里 得 押 何 (1672) 半 己 写 过 (参考 C09 齿 10)) 


芭 中 简 述 371 


3264。 

在 射影 朵 何 历 史 简 述 中 ， 不 能 不 提 到 在 厅 何 思想 的 发 展 上 有 
傍 出 作用 的 俄国 像 大 学 省 罗 巴 贸 夫 斯 其 (1793 一 1856) 的 著作 ， 多 
巴 句 夫 斯 基 根 据 与 辽 浊 里 得 沾 行 公理 书 | 了 矛盾 的 公理 ， 作 出 了 与 欧 
多 里 得 勾 们 同样 是 避 旺 开征 予 后 然而 与 它 又 有 巨大 区 别 的 友 何 
学 。 这 就 打破 了 把 苞 竣 里 得 深 何 看 作 险 一 可 能 的， 与 现实 世界 太 
经 怠 扰 并 的 , 先 验 花 的 能 何 圣 沪 的 这 样 翅 蕉 的 信仰。 

唯心 主义 学 者 康德 An 的 学 址 得 到 了 舱 重 的 打 睁 。 罗 巴 
契 志 斯 基 在 他 的 著作 中 县 徽 了 隆 苏 主义 的 思想 ,这 就 是 ,抽象 的 克 
何 系统 反映 实际 世上 药 性 第 ， 蒜 旧 它 的 可 应 用 竹 要 由 已 有 的 经 有 鸡 
来 台 证 ， 

在 罗马 兆 天 斯 基 席 现 提 人 龟 里 得 到 信 以 籁 ， 对 於 其 他 可 能 的 
亲 何 系统 (抽象 厅 何 :全 间 ”以 多 通 合 礁 辫 的 现实 世 失 的 性 质 或 现 
象 的 研究 趋势 香 到 了 装 展 ， 

不 久 这 个 运动 表 疆 在 符 理 妈 何 系统 的 形成 中 , 这些 殉 何 中 ,每 
一 种 都 由 它们 岗 宙 的 变 操持 共 币 出 来 ( 克 沫 拘 )。 罗 巴 事 夫 斯 基 的 
任 大 发 现 , 所 请“ 多 何 稚 (hrbbopx )， 是 所 有 这 些 电 银 的 来 源 , 它 
在 科学 的 发 展 上 有 很 使 出 的 镍 用 

我 们 回 公 和 综合 射影 们 合作 于 的 简 进 上， 现在 来 请 这 样 一 个 时 
期 ,在 这 个 时 斯 呈 ,理论 概括 的 滥 一 步 改 展 使 友 何 学 家 需要 用 新 的 
抽 和 象 , 冰 企 图 在 构成 里 洛克 亲 的 基本 原则 与 原理 时 ,能 完 公 不 用 度 
量 要 念 。 

在 这 个 新 方法 论 的 方 有 也 上 育 关 重 要 作 用 的 是 德意志 条 休学 者 
斯 陶 特 (1793 一 1867) 以 "位 本 炙 何 而 语 位 凌 友 何 材 料 ” 为 名 的 著作 
(1847 利 1856 一 1860 '。 

若 陶 特 不 用 含 度量 概念 的 交 义 比 等 式 来 建立 射影 对 应 ， 而 用 
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著 由 完 双 四 角形 的 鲈 色 何 方法 “于 并 的 调和 人 概念 来 作为 出 发 
让， 这 样 ,十 个 射影 点 刘 的 定义 杀 入 到 了 下 面 的 形式 : 

如 果 雨 全 是 刘 ( 宰 束 ) 作 让 一 半 应 ， 基 中 一 个 的 每 租 调 和 硅 
对 应 男 一 个 读 一 粗 前 和 春 , 如 这 责 个 目 刘 ( 税 东 ) 中 做 射影 吕 刘 ( 壬 
束 )。 

主要 的 疝 题 在 礁 斯 陶 特 的 这 个 定义 和 透视 链 的 射影 定义 是 否 
一 竹 。 换 名 话说 :这 时 任意 四 个 对 应 元 素 的 交 义 引 是 否 相等 人 47)? 
对 於 这 个 阅 题 斯 浆 特 已 积 与 了 站 定 的 回答 。 他 证 明了 (不 十 牙 统 
密 ) 下 面 的 定理 ,就 是 折 良 射 迪 到 何 的 基本 命题 : 

如 果 挟 个 射影 点 列 \ 先 来 ) 和 有 二 个 对 应 的 公共 元 素 ， 则 它们 其 
饼 的 元 素 也 都 是 对 应 指 公 芋 匹 点 

斯 陶 特 的 基 丰 命题 局 缀 何 学 着 们 从 公理 方面 特别 感到 兴趣 
(特别 是 玉 . A， 安 德 则 夫 (E. A MutpeeB)，A. EE. 佛 拉 索 夫 A. 下. 
BixacoB) 等 全 研究 过 这 个 六 题 '. 和 面 且 发 现 要 严密 的 证 明 它 必须 引 
用 连续 公理 。 

斯 陶 特 公 提 册 尘 完 人 至 不 用 作 何 诬 量 概念 的 到 何 运 算 穆 式 间 
题 。 他 创造 了 特殊 的 * 射 闵 计 完 ,在 那 昌 ,起 数 的 作用 的 是 一 次 图 
形 的 四 个 元 素 , 它 时 做 “Bypgay 。 

在 斯 陶 特 以 线 有 许多 数学 家 人 研究 过 斯 陶 尾 方法 ， 特 别 是 把 它 
推广 到 高 浆 因 形 于 。 在 现代 交 斯 有 数学 学 派 , 特 别 是 信 . 玉 . 佛 拉 索 
夫 和 上 .A. 格拉 可知 大 教授 在 这 上 万 面 得 到 了 重 线 成 果 ( 矢 考 3 39)， 

射 凡 人 态 何 的 纯 翁 何 基 伐 的 成 综 ， 引 中 了 用 射影 方法 也 可 能 建 
卫 度 最 克 何 的 天 才 天 胆 的 想法 “这 种 屿 起 的 个 别 腾 示 在 法 轴 的 伙 
何 学 者 ( 彭 斯 来 :查理 ) 的 著作 中 已 可 看 到 ,全 个 利用 扎 限 远 元 素 的 
计 论 来 从 射 常 形式 中 找 出 度量 性质 @ 。 但 是 这 个 问题 的 完 侍 解决 


和 @ 这 一 类 的 最 简 旱 例子 足 煌 役 的 在 个， 当 四 个 嘲 和 点 中 的 一 个 是 斤 限 远 点 的 时 
使 。 
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在 思 菜 (Cayley，1821 一 1895) 和 克 菜 英 (Klein，1849 一 1925) 的 著 
作 中 可 以 看 到 ， 他 们 建站 了 叫 谓 -射影 的 诺 量 定义 ”， 它 的 实质 在 
於 把 隐形 的 度量 性 质 看 作 旦 车 慌 折 训 二 稳 对 形 ” 的 特殊 克 何 图 
射影 并 傈 ， 侣 如 非 周 有 直 义 的 虚 固 晤 就 是 在 面 上 的 蒋 对 形 。 
个 新 的 概念 是 这 样 的 洛 表 , 院 从 外 它 沁 他 汪 司 的 ( 关 拓 并 
里 得 ) 兹 何 系 和 统 . 

克 菜 匣 对 友 何 学 的 - " 般 见 解 , 钱 述 在 他 的 有 名 著作 爱 尔 秒 棋 
目录 @ ”中 。 在 这 个 著作 中 站 关 明了 这 样 意见 ,就 是 克 何 学 是 关於 
租 成 全 的 变换 的 研究 。 

克 莱 苏 证 明了 每 一 个 缕 何 未 统 都 由 它 的 从 的 性 质 决 定 。 璧 
如 ， 射 影 炙 何 的 全 是 由 射影 空间 到 它 自身 的 所 有 辣 素 变 换 集 合 
{K} 构成 的 。 信 秧 潍 何 的 共 吕 曙 凡 空间 占 非 固有 下面 变 为 它 自 上 身 
的 那些 同 素 变 换 {A} 所 构成 ”基线 度量 杷 何 的 蓉 【 按 克 菜 菌 说 法 
叫 主 但) 是 由 空间 于 不 改变 契 本 形 的 于 些 则 过 变换 {M} 所 构成 。 
这 些 从 的 性 质 和 它们 的 不 变 旭 的 研究 就 是 多 们 的 同 题 。 

克 桨 茵 观点 的 普 允 性 特别 加 强 了 它 对 恰 克 何 学 原则 上 的 意 
义 @。 


$ 82， 在 射影 几何 领域 袁 苏 联 学 者 的 著作 
在 射影 到 何 的 问题 上 研究 竺 相当 多 的 最 早 的 俄 圈 学 者 之 一 是 
更 斯 科大 学 的 B. 时， 笃 格 入 们 . 下. Hatgrep，1836 一 1907) 教授 。 
B. 区 ， 琴 格 各 在 莫斯科 大 尘 考 授 射 影 要 何 隆 : 从 把 醉心 於 克 何 学 
的 许多 学 生 们 团 千 在 他 的 周 国 ， 蒜 ! 1 有 后 来 著名 的 供出 闵 何 学 


人 @ 六 造 小 (CroB) 教授 的 懂 禄 涅 篇 标题 为 “ 回 郊 何 研究 的 比较 斌 葵 ? 刊 载 艾 高 
对 大 学 综合 物理 数学 通报 溜 Y。 

久 但 是 不 要 上 内 为 帘 莱 茵 的 体系 过 有 笑 所 不 包 的 , 辟 如 ， 它 不 包含 欧洲 里 得 空间 喜 任 
意 曲面 上 的 赋 何 系统 。 
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家 : KK.A, 罗 德 询 天 (KK. A. AHIpeep)，B.E. 更 洛 捷 夫 斯 基 (B. KK. 
MOTsHeBCEH 让 ) 及 A. 下 . 佛 拉 索 兴 (A. KK. Baacos)。 

应 当 认 为 B. 条. 琴 格 鲁 是 莫斯科 休 何 学 派 的 创始 者 。 理 .也 . 丰 
科 夫 斯 基 在 追悼 B. 开 . 琴 格 和 鳃 所 作 的 报告 得 人 竹 说 过 :“ 我 们 来 追 
僻 这 位 可 以 被 公认 为 俄国 多 何 学 派 首 个 的 数学 家 ”，B. 下 . 黄 洛 捷 
天 斯 基教 授 也 谈 刘 过 这 一 点 ， 在 他 对 B. 有 8. 绎 格 鲁 的 回 届 氏 自从 
经 指 昌 : 他 认为 正 俊 的 清楚 的 画图 与 模型 有 重大 的 意义 , 是 末 何 
教学 必要 的 入 助 材料 。 他 自己 就 是 一 个 熟 於 技巧 的 给 图 员 ， 他 也 
此 求学 生 们 止 砍 地 清楚 地 措 给 瑟 全 图形 ” 

在 多 何 基 碘 的 半 题 上 ，B. 中. 识 格 色 未 能 股 离 唯心 主义 的 观 
点 ， 他 认为 人 侦 便 造 揭 伙 何 公理 是 与 他 们 的 实际 生活 及 周转 的 物 
质 所 界 是 无限 的 。 

在 跟 B. 条 . 到 格 得 学 加 射影 几何 的 学 挟 中 ,首先 应 该 举 出 康 。 
阿 . 安 德 烈 关 (K.A. AHIpeeB, 1343 一 19211， 他 在 更 斯 科大 学 里 业 
和 后 留 校 淮 备 教学 工作 。 他 的 教学 活动 是 在 哈 尔 科 夫 (Xappk08) 大 
学 开始 的 。 在 那 介 局 时 工作 的 示 有 晶 越 的 数学 家 A. 站、 族 普 左 
尖 (A. M. TDYIUo8 B.A, 斯 所 帮 洛 兴 (B. ACTeR:IOB )。 

在 1375 年 ,上 .A， 安 德 旭 大 答辩 了 全 十 论文 ,论文 的 题目 是 
“未 面 曲 绵 的 色 作 入 楼 ” 和 钱 休 在 1879 年 又 号 了 遭 干 论 庆 ,论文 题 
日 是 “ 色 何 对 应 在 曲 钳 构成 阅 题 的 迪 用 。 在 这 些 甘 作 汪 ,KK. A. 
安 得 列 夫 研究 了 一 实 图 形 的 汗 多 射影 对 应 ， 旨 利用 它 个 机 成 高 欢 
代数 曲 禾 。 

在 另外 的 著作 坚 ,， .人 . 实 谱 刘 夫 人 研究 了 关 多 边 形 , 滁 且 亿 定 
了 它们 的 许多 有 趣 的 性 盾 。 计 点 因 多 边 形 是 通过 一 个 点 的 轿 弧 所 
构成 的 效 形 。 每 雨 个 轩 除 去 下 进 公 共 趾 学 还 有 一 个 交点 ， 束 是 加 
多 边 形 的 顶 目 。 
R.A. 安 德 刻 天 的 全 究 成 玉 波 表 在 论文 “多边 形 一 种 普 吉 性 质 
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的 精 论 ” 误 ( 数 学 莫 集 , 宕 VI, 1873)。 

在 “斯 列 捷 尔 (IIperep) 七 边 形 ”的 著作 ( 哈 尔 科 夫 数学 会 通报 ， 
1889) 中 , .A. 安 德 列 夫 对 斯 列 捷 尔 定理 答 予 新 颖 而 巧妙 的 证 明 ， 
和 作 了 如 下 的 化 述 : 

“ 作 略 锥 截 穆 的 一 个 外 切 七 角形 ， 每 隔 雨 个 顶点 顺 次 连 精 直 
艇 , 则 其 中 每 隔 两 条 直 烷 的 直线 交点 在 另外 某 个 圆锥 截 乏 上 ?”。 

K. A. 安 德 列 夫 便 致 力 於 所 谓 “ 彭 斯 来 多 角形 ”的 研究 , 这 种 多 
角形 也 就 是 外 切 认 一 个 图 色 截 乐 ， 同 时 内 接 於 另 一 个 图 锥 难 入 的 
多 角形 。 关 狼 这 些 则 题 ，K.A. 安 德 烈 夫 合 写 过 两 篇 著作 , 发 表 在 
“ 哈 尔 科 夫 数 学 会 通报 ”上 (1884)。 

此 外 玉 .A. 安 德 列 夫 还 创作 了 非常 新 颖 的 著作 “天 於 构图 的 半 
题 ”" ( 哈 尔 科 夫 数学 会 通报 1891)， 甚 中 作者 研究 了 一 种 构图 的 性 
质 ， 这 种 构图 是 由 2"-! 个 点 与 2! 平面 组 成 , 北上 且 在 每 个 平面 上 
有 ?7 个 点 ,通过 每 个 点 有 ? 个 下 面 。 

由 於 玉 . A. 安 德 列 天 教授 对 射影 构 何 作 了 供出 的 科学 研究 而 
被 选 为 俄 鲍 科学院 的 通 访 院士 (1884)。 同 时 他 还 作 了 很 多 的 教学 
工作 , 开始 是 在 哈 尔 科 夫 大 学 , 和 后 来 在 莫斯科 大 学 。 最 和 后 从 1898 
年 至 1917 年 他 担任 教授 讲座 。 在 这 一 活动 的 千 果 , 安 德 刘 夫 留 下 
了 许多 大 学 教材 ,其 中 应 该 举 出 的 有 “解析 几何 基 磋 教程 ”与 “解析 
克 何 闹 题 集 ”, 

在 1897 年 基辅 大 学 教授 M. E， 无 新 科 - 札 哈 洛 琴 科 (M. RR. 
BameHEk0-3axapqeHK0 1825 一 1912) 的 详 组 教程 问世 ， 名 为 “射影 侈 
何 ”。 这 个 教程 包含 射影 碟 何 的 基本 材料 ,其 中 有 一 次 图 形 以 及 二 
次 图 形 的 射 及 对 应 ， 二 并 关 形 以 及 三 次 园 形 的 同 素 普 换 与 蛤 素 变 
换 。 二 次 曲面 与 二 次 面 把 的 射影 类 楼 ， 以 及 平面 上 与 空间 桌 配 标 
变换 的 理论 等 等 。 

MM. EE. 天 新 科 - 札 哈 党 琴 科 的 主要 著作 在 使 射影 楼 何 的 观念 返 
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俗 化 这 方面 有 重大 意义 。 他 训 :“ 由 何 学 中 的 任何 一 部 修 , 都 未 必 
有 像 射 影 枇 何 这 样 广泛 实际 的 应 用 。 只 提 到 作为 厅 何 学 这 一 部 从 
的 基础 的 图 解 静 力学 就 可 以 证 明了 ”。 

从 MM.E. 天 新 科 - 札 哈 党 琴 科 的 其 他 著作 中 , 我 们 指出 他 的 基 
本 著作 “ 煞 学 史 ” 答 工 (基辅 1883) (题目 是 多 何 历 史 松 论 ) 和 他 的 
“ 欧 厅 里 得 原本 ”的 译本 ( 附 有 说 明 概论 与 赴 解 )( 基 辅 1880)， 

在 射影 友 何 的 馈 域 中 ， 深 鹿 的 创造 性 的 著作 是 B. 下 琴 格 重 
的 学 生 莫 斯 科大 学 教授 一 一 A. 下 . 佛 拉 索 夫 (A. K. BixacoB, 1868 一 
1922) 的 著作 。A. KK. 佛 拉 末 夫 的 价 士 论文 是 “ 焰 性 加 色 截 稳 系 ”， 
神 於 1901 年 ,发 表 於 “ 订 斯 科大 学 论 广 全”( 物 理 一 数学 部 牙 : 坎 
18, 1 一 208 页 ), 在 这 个 内 容 丰 党 的 著作 自 , 著者 不 仅 发 展 了 娘 性 
团 雏 截 太 系 的 射影 性 质 ， 而 且 也 是 第 一 砍 对 它 的 度量 性 质 作 了 研 
究 ， 关 於 非 固有 丰 和 多 与 虚 圆 点， 也 就 是 天长 平面 上 初 对 形 的 千 构 
作 了 研究 ， 在 全 的 博士 论 广 “在 一 次 圆 形 夏 的 高 次 配 极 系 ”( 划 斯 
科大 学 论文 儿 容 25, 1 一 186 吾 ) 齐 ，A. 下 . 佛 拉 索 夫 作 出 与 代数 方 
程式 以 及 代数 图 形 理论 对 应 的 炎 何 理论 的 构成 。 对 试用 一 次 图 形 
柳 成 高 次 形 像 的 问题 , A. 下 . 佛 拉 索 夫 的 解答 是 这 些 形 像 以 配 极 系 
定义 莫 以 二 次 形 像 的 配 极 理 论 为 根据 。 同 时 为 了 建立 五 次 与 关 
配 杨 系 的 理论 ， 他 认为 应 发 展 存 三 礁 与 四 条 空间 中 反 配 极 的 棕 合 
理 洽 ， 

A. 下 . 佛 拉 索 夫 对 殿 公 理 , 特别 是 对 於 巴 斯 加 定理 的 公理 意义 
有 深 列 的 研究 。 他 研究 了 在 多 维 室 间 中 的 类 位 构 咬 ，A. 五 ， 佛 拉 
索 夫 企图 作 超 越 画 数 ljzz 与 sin z 的 射影 定义 。 最 后 在 研究 画 法 
克 何 的 射影 基础 癌 题 时 ，A. KE 佛 拉 寄 夫 对 著名 的 鲍 里 科 - 斯 无 花 
《Horpge-IITpap) 定 理 答 予 新 颖 巧妙 的 证 朋 

唤起 自己 的 学 生 响 往 堆 探求 科学 的 道路 ,卓越 讲师 A. 人. 佛 拉 
索 夫 大 大 地 增长 了 他 的 许多 学 生 对 射影 次 何 与 画 法 炙 何 的 兴趣 。 
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A. 玉 . 佛 拉 索 夫 的 学 生 , 莫斯科 大 学 教授 H. A. 格拉 哥 烈 夫 ， 
(JI, A. TxaroxeB，1888 一 1945) 成 功 的 炮 粮 发 展 了 他 老师 的 色 何 
学 派 。 在 射 河 友 何 的 僻 域 中 他 的 卓越 工作 是 一 般 射 影 计算 问题 的 
解法 ， 这 个 问题 早 在 斯 丹 和 纳 与 斯 陶 特 的 著作 里 打下 了 基础 。 有 H. 
A. 格拉 哥 烈 夫 的 这 个 研究 ,发表 在 他 的 大 学 教程 “射影 龙 何 ”中 
( 葛 斯 科 1936) 的 “射影 空间 的 算术 ”一 章 吉 ($8 2,3,239 一 255 
页 )。 | 

著作 中 可 找到 可 换代 数 域 的 所 有 形式 ， 这 个 域 的 元 素 是 空间 
的 点 或 点 对 ,而 算术 运算 是 利用 空间 的 同 素 变换 实现 的 。 1938 年 
H.A. 格拉 哥 列 夫 的 著作 发 表 了 , 这 个 著作 所 研究 的 是 吨 维 空间 囊 
一 般 的 射影 计算 则 题 (纯正 数学 与 应 用 数学 订 读 , 知 IX, 1938)。 

H. A. 格 拉 哥 列 夫 是 阐 表 计算 学 方面 的 卓越 学 者 之 一 ,他 失身 
影 方法 也 应 用 到 这 个 僻 域 右 。 在 他 的 “图 表 计 算 学 理论 基 磋 (2 
版 , 1936) 一 天 中 ,他 公 把 配 极 变 换 应 用 到 把 虚 直 牧 系 变 感 点 系 的 
配 权 变换 上 (第 IV 章 )。 也 把 射影 方法 应 用 到 计算 图 表 作 思 的 化 
简 上 。 

还 应 当 提 出 的 是 HH. A. 格拉 哥 列 夫 的 著名 教 本 夯 法 友 何 (“ 画 
法 炙 何 ”1 版 1936, 2 版 1938) ,在 很 大 程度 上 是 依 集 区 何 变 换 , 依 
第 射影 与 仿 射 变换 。 

H. A. 格拉 哥 列 夫 馈 划 过 莫斯科 大 学 自 的 综合 多 何 讲 座 。 在 
那个 讲座 右 ， 他 和 他 的 学 生 以 及 听讲 者 作 了 很 多 静 於 射影 凤 何 各 
种 央 题 的 报告 。 

最 近 在 苏联 有 许多 学 者 从 事 射影 做 何 的 研究 。 其 中 可 以 举 出 
A. H. 科 洛 蔷 格 洛 夫 院士 ，.1.R. 拉 澳 天 斯 基教 授 ,五 . B. 革 非 莫 夫 
教 扫 ,A. A. 格拉 哥 烈 夫 教 授 等 等 。 

A. 卫 . 科 洛 莫 格 洛 夫 的 著 放 是 论述 射影 克 何 基础 0 。 其 中 用 
@ 4A. H. 科 洛 黄 桔 洛 夫 :“ 峙 影 比 何 基础 “Ann .of math.”33(1932)]。 
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拓 所 观 点 研究 了 实 射影 空间 与 复 射影 空间 的 公理 。 

JI, &. 拉 谢 夫 斯 基 的 两 篇 著作 , 发 表 在 1940 年 “数学 更 集 ” 
壬 @ ， 论 述 斑 面 射 影 克 何 公 理 的 研究 。 在 上 述 著 作 中 的 第 一 篇 
《“ 因 斌 在 面 射影 磷 何 的 周一 性 ”) 砷 作者 得 到 这 样 的 辣 验 : 在 平面 
射影 到 何 (用 关联 , 髓 序 , 及 连 积 人 公理) 各， 币 沙 格 构 盎 和 巴 普 斯 构 
罚 的 作用 不 是 偶 然 的 。 原 来 要 作成 某 个 另外 的 “楼 和 加 公理 ”的 任何 
使 图 ， 会 自然 地 引 庆 到 包含 销 小 格 或 巴 普 斯 公理 的 座 何 。 在 另 一 
个 著作 ( 论 并 认 新 楼 图 公理 的 射影 炎 何 ) 自 , II. 拉 谢 夫 斯 基 研 究 
了 那 由 关联 公理 与 不 同 於 第 沙 格 公理 和 巴 普 斯 公理 的 一 个 构图 公 
理 所 构 成 的 一 种 平面 射影 龙 何 。 

入 . A. 格拉 可 列 夫 的 著作 论述 了 高 次 对 合 的 理论 8 , 研究 了 三 
次 曲 穆 多 ,四 次 曲 穆 以 及 与 布 鲁 阴 斯 特 (BypwecTp) 的 多 何 研 究 @ 
有 关 的 间 题 等 。 

H. B. 革 非 莫 卖 发 表 的 :高 等 克 何 ”的 一 般 教 程 (TTTIHI,M.- 工 ， 
1945 年 版 ) 中 ,对 射 席 厅 何 作 了 解析 法 的 和 和 综合 法 的 签 述 。 而且 也 
作 了 公理 法 的 化 述 。 

A. A. 斯 科 和 鲁尼 科 夫 的 著作 对 射影 斑 面 的 理论 作 了 系统 而 臣 
新 颖 的 化 述 @ 。 

估 有 特殊 地 位 的 是 所 户 “ 射 党 微 俱 炙 何 ”, 其 中 研究 多 何 贺 形 
关於 射影 变换 不 变 揭 微 从 性质 。 苏 联 学 者 的 研究 特别 是 莫斯科 大 
学 教授 C. I. 芬 尼 柯 夫 的 研究 (射影 微分 厅 何 ”1937 年 版 ) 在 刀 界 
这 方面 的 文献 里 估 有 主要 地 位 . 

。” @ LK. 拉 澳 夫 斯 基 :“ 翻 认 在 面 射影 咒 何 的 唯一 性 "< 顺从 新 构 轩 公理 的 射影 拓 
何 江 数学 荣 集 稚 8(50):1, 2;1940), 

@ 科学 院 物 理 数学 博 十 学 位 输 文 (1946), 还 有 论文 k 三 大 对 合 的 炖 攀 何 定义 ( 全 
苏 数 学 者 报告 II, 答 [,1986); 

@ “Byption 在 面 在 第 一 种 四 克 空 闻 曲 各 定义 上 的 应 用 "( 数 学 党 全 32, 1925),“ 三 
次 曲 各 的 新 定义 "(JIAH, 53, 1946)。 


@@“ 关 从 布 轿 明 斯 特点 的 作 图 ”CLAIH, 53, 1917), 
全 斯 科 谷 尼 柯 夫 ,1 A., 射影 平面 的 理论 (“数学 科学 成 就 "和 淮 VI,6 册 , 1951)。 


